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1 Introducción

El estudio de los imaginarios y la eliminación de imaginarios tiene su inicio a finales
del siglo pasado principalmente en los trabajos de Shelah ([9]), Makkai ([8]) y Poizat
([1]). Dado un subconjunto definible D ⊆ C del modelo monstruo de una teoŕıa (que
se introducirá más adelante), se dice que una tupla c de elementos imaginarios es un
parámetro canónico de D si para cada automorfismo f de la estructura imaginaria
se tiene que f fija D como conjunto (no necesariamente elemento a elemento) si y
sólo si fija la tupla c. Los imaginarios se definen como las clases de equivalencia de
las relaciones de equivalencia en Cn definibles sin parámetros. Es interesante tener
parámetros canónicos para los subconjuntos definibles de C; y una manera de asegurar
su existencia es pasando al universo imaginario Ceq añadiendo nuevas suertes para
cada uno de los universos cocientes por las distintas relaciones de equivalencia 0-
definibles. En algunos casos ocurre que existen estos parámetros canónicos en C para
todos los conjuntos definibles (e.d. que los parámetros canónicos son reales), y se dice
entonces que la teoŕıa tiene eliminación de imaginarios, haciendo referencia a que
no hay necesidad de añadirlos para conseguir los parámetros canónicos. Sin embargo,
existen casos intermedios en los que la teoŕıa inicial no tiene eliminación de imaginarios
pero se pueden conseguir parámetros canónicos para todos los subconjuntos definibles
añadiendo sólo pocas suertes.

Es sabido, por ejemplo, que la teoŕıa de cuerpos algebraicamente cerrados elimina
imaginarios (véase [1]). El año pasado D. Haskell, E. Hrushovski y D. Macpherson
lograron mostrar en [4] que la teoŕıa de cuerpos valorados algebraicamente cerrados
elimina imaginarios añadiendo sólo unas pocas y naturales suertes al lenguaje. La
teoŕıa que desarrollaron para mostrar dicho resultado tiene un alcance más general y
profundiza en temas de independencia para n-tipos, lo que abarca un territorio mucho
más amplio del que se trata en este trabajo, pero el camino que siguieron para probar
la eliminación de imaginarios es claramente motivado en principio por las nociones
y resultados presentados por J. E. Holly en [7], donde se muestra que existe un tipo
particular de eliminación de imaginarios para subconjuntos definibles del cuerpo en una
variable en el caso en el que el cuerpo valorado y su cuerpo residual tienen caracteŕıstica
cero. En el trabajo de Holly se desarrolla la teoŕıa de los prototipos para dicho fin y
el camino hacia la prueba de eliminación de imaginarios sigue un enfoque sintáctico
que dificulta en algunos casos entender de manera clara las propiedades básicas de los
modelos de esta teoŕıa que se están utilizando.

El objetivo de este trabajo es entonces dar una nueva prueba más breve del re-
sultado obtenido en [7] utilizando herramientas clásicas de la teoŕıa de modelos para
mirar en detalle el comportamiento de los conjuntos definibles bajo la acción de los
automorfismos de los modelos de la teoŕıa en cuestión; y de esta manera poder enten-
der de manera más clara qué propiedades a nivel de las estructuras son importantes
para que pueda darse tal tipo de eliminación de imaginarios. Es importante aclarar
que si bien el enfoque de la prueba expuesta en este trabajo es distinta, en muchos
casos las pruebas de las proposiciones y lemas son adaptaciones de las presentadas en
[7], y algunas hábiles manipulaciones algebraicas son tomadas directamente de éstas.

En la siguiente sección se introducen los imaginarios y distintos tipos de elimina-
ción de imaginarios, junto con algunas equivalencias y resultados clásicos obtenidos en
relación a éstos y relevantes para el objetivo de este trabajo. En la tercera sección se
introduce la teoŕıa de los cuerpos valorados algebraicamente cerrados, se presenta el
resultado principal obtenido por Holly en [6] que caracteriza de manera muy útil los
subconjuntos del cuerpo valorado en una variable en términos de nuevos objetos lla-
mados discos, y se introduce la estructura multivalorada con la que se trabajará para
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poder tener parámetros canónicos asociados a dicho tipo de subconjuntos. En la cuar-
ta sección se introduce la teoŕıa de los árboles y conjuntos valorados y los principales
resultados y conceptos asociados, presentados en [7], que permiten clasificar y analizar
de manera muy fina los conjuntos finitos de discos, protagonistas durante el resto del
trabajo. La quinta sección se encarga de presentar las principales propiedades relacio-
nadas con las operaciones entre los discos y los árboles valorados construidos sobre
conjuntos finitos de éstos. Finalmente, en la sexta sección se construyen parámetros
canónicos para los conjuntos finitos de discos y se prueba entonces la existencia de
parámetros canónicos para los subconjuntos definibles del cuerpo en una variable.

Se denotará por C al modelo monstruo de la teoŕıa, un modelo saturado cuyo
universo es una clase propia. Todo modelo de la teoŕıa se verá como un submodelo
elemental de C y todo conjunto de parámetros se verá como un subconjunto de C.

Si a es un elemento o una sucesión de elementos y A es un conjunto de parámetros,
se denotará por tp(a/A) al tipo de A sobre A, el conjunto de fórmulas con parámetros
en A satisfechas por a. Se denotará por Aut(C/A) al conjunto de los automorfismos
f de C que fijan A elemento por elemento, e.d., tales que f(a) = a para cada a ∈ A.
La siguiente propiedad de C es muy útil y frecuentemente utilizada: si dos sucesiones
de elementos a y b (posiblemente infinitas) tienen el mismo tipo sobre un conjunto de
parámetros A, existe entonces un automorfismo f ∈ Aut(C/A) tal que f(a) = b.

Dado un conjunto de parámetros A ⊆ C, se dirá que un elemento o una sucesión
de elementos a pertenece a la clausura algebraica de A, que se denotará por acl(A),
si existe una fórmula ϕ(x) con parámetros en A tal que a |= ϕ(x) y el conjunto de
realizaciones de ϕ(x) en C, ϕ(C), es finito. Se dirá que a pertenece a la clausura
definible de A, que se denotará por dcl(A), si existe una fórmula ϕ(x) con parámetros
en A tal que ϕ(C) = {a}. Equivalentemente, se dice que a ∈ acl(A) si la órbita de a
bajo Aut(C/A) es finita y que a ∈ dcl(A) si la órbita de a bajo Aut(C/A) tiene un
sólo elemento.

Agradezco la dirección y las valiosas ideas que Rafel Farré ha aportado y que
permitieron la elaboración de este trabajo.
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2 Eliminación de Imaginarios

En esta sección se introducen los imaginarios y se presentan algunas equivalencias
y resultados importantes al respecto. La mayoŕıa del material aqúı presentado puede
encontrarse en [3] y [1].

Definición 2.1. Un imaginario es una clase de equivalencia a/E de una tupla a ∈ Cn

(para algún n ∈ ω) con respecto a una relación de equivalencia ∅-definible E.

La primera aparición de los imaginarios fue debido a Shelah en [9]. Lo que hizo
fue introducir en el lenguaje un nuevo śımbolo de predicado PE para cada relación
de equivalencia ∅-definible E y un nuevo śımbolo funcional πE . Definió entonces el
universo imaginario Ceq como una expansión de C en el nuevo lenguaje donde cada
PE es interpretado como el universo cociente con respecto a E y cada πE interpretado
como la proyección que env́ıa a cada tupla a de C en su respectiva clase de equivalencia
a/E.

Posteriormente Makkai en [8] propuso construir Ceq como una estructura multiva-
lorada introduciendo, para cada relación de equivalencia ∅-definible, una nueva suerte
asociada al cociente C/E y la respectiva proyección πE . El universo C puede identifi-
carse aśı con su cociente por medio de la igualdad. Desde entonces esta es la manera
acostumbrada para construir Ceq y de esta forma cada modelo M de T resulta tener
una única expansión a un modelo Meq de la teoŕıa T eq de Ceq.

Es importante observar también que de esta manera todo automorfismo f de C se
extiende de manera única a un automorfismo f̄ de Ceq, donde para cada imaginario
e = a/E, f̄(e) = πE(f(a)).

Guiado por el interés de saber cuándo el paso de C a Ceq era innecesario, Poizat
en [1] introdujo las nociones de eliminación de imaginarios.

Definición 2.2. Sea T una teoŕıa de primer orden.

1. T elimina imaginarios (tiene EI) si cada imaginario es interdefinible con una tupla
real, es decir, si para cada e ∈ Ceq existe una tupla a ∈ Cn (para algún n ∈ ω) tal
que dcleq(a) = dcleq(e).

2. T elimina débilmente imaginarios si para cada imaginario e ∈ Ceq existe una tupla
a ∈ Cn (para algún n ∈ ω) tal que e ∈ dcleq(a) y a ∈ acleq(e)

Dado un conjunto D ⊆ C y un automorfismo f ∈ Aut(C), se utilizará la notación
f(D) = D para decir que D queda fijo como conjunto (se permutan sus elementos)
bajo f .

Definición 2.3. Sea D un subconjunto definible de C. Se dice que una tupla c ∈ (Ceq)n

es un parámetro canónico de D si para cada automorfismo f ∈ Aut(Ceq),

f(c) = c ssi f(D) = D.

Si c es una tupla de elementos de C, se dice que es un parámetro canónico real.

Los siguientes resultados son bien conocidos y pueden encontrarse en [1] y [2].

Proposición 2.4. Las siguientes son equivalentes:

i) T tiene EI.

ii) Para cada conjunto definible (posiblemente con parámetros) de Cn (para cualquier
n ∈ ω) existe un parámetro canónico real.
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Proposición 2.5. Las siguientes son equivalentes:

1. T tiene Eliminación débil de imaginarios.

2. Para cada subconjunto definible D ⊆ Cn existe un conjunto finito A de tuplas de
C tal que para todo automorfismo f ∈ Aut(C) se tiene que f(A) = A si y sólo si
f(D) = D.

Definición 2.6. Se dice que una teoŕıa T tiene 1-eliminación de imaginarios (1-EI) si
para cada conjunto definible D ⊆ C (¡en una variable!) existe un parámetro canónico
real.

Poizat probó que la teoŕıa de los cuerpos algebraicamente cerrados tiene eliminación
de imaginarios. El siguiente criterio es muy útil para probar eliminación de imaginarios
en ciertos contextos y se utiliza para dar la prueba de 1-eliminación de imaginarios
que se presenta en este trabajo.

Definición 2.7. Se dice que T codifica los conjuntos finitos si para cada conjunto
finito A ⊆ Cn (n ∈ ω) existe un parámetro canónico.

Lema 2.8. Una teoŕıa T tiene eliminación de imaginarios si y sólo si tiene eliminación
débil de imaginarios y además codifica los conjuntos finitos.

Demostración. Supóngase que T tiene EI y además codifica los conjuntos finitos.
Sea D un conjunto definible de C. Al tener eliminación débil, por la proposición 2.5
existe un conjunto finito de tuplas A ⊆ Cn tal que para todo f ∈ Aut(C), f(D) = D
ssi f(A) = A. Como T codifica los conjuntos finitos, existe un parámetro canónico c
para A. Nótese entonces que si f ∈ Aut(C),

f(D) = D ⇔ f(A) = A ⇔ f(c) = c,

con lo cual c es también un parámetro canónico para D. La otra implicación es clara.
¤

El siguiente hecho es bien conocido también, y su prueba se basa esencialmente en
el uso de las funciones simétricas.

Hecho 2.9. Si T ⊇ ACF , donde ACF es la teoŕıa de los cuerpos algebraicamente
cerrados, entonces T codifica los conjuntos finitos.

6



3 Cuerpos Valorados

Definición 3.1. Un cuerpo valorado es un cuerpo K junto con una función de valora-
ción | | : K → Γ0, donde Γ0 es un grupo abeliano multiplicativo totalmente ordenado
junto con un nuevo śımbolo, 0, tal que 0 < γ para todo γ ∈ Γ y tal que para cuales-
quiera γ1, γ2 ∈ Γ, si γ1, γ2 > 1 entonces γ1 · γ2. La función de valoración debe cumplir
las siguientes condiciones:

1. |x| = 0 si y sólo si x = 0
2. |xy| = |x||y|
3. |x + y| ≤ máx {|x|, |y|} , y si |x| 6= |y|, |x + y| = máx {|x|, |y|}

Dado un cuerpo valorado K, los siguientes objetos asociados son de especial interés:

1. El Anillo de valoración, dado por R = {x ∈ K : |x| ≤ 1}.
2. El Ideal maximal del anillo de valoración, dado por M = {x ∈ K : |x| < 1}.
3. El Cuerpo residual, dado por k = R/M

4. La función res : R → k, que env́ıa cada elemento de R a su respectiva clase módulo
M

5. Dados b ∈ K y γ ∈ Γ, el subconjunto de K dado por {x ∈ K : |x− b| ≤ γ} se
conocerá como el disco cerrado con centro b y radio γ. La clase de los discos cerrados
de K se denotará por D.

6. Análogamente, dados b ∈ K y γ ∈ Γ, el subconjunto de K dado por
{x ∈ K : |x− b| < γ} se conocerá como el disco abierto con centro b y radio γ.
La clase de los discos abiertos de K se denotará por O.

Es fácil ver que si K es algebraicamente cerrado, entonces k también lo será. En
caso de que ambos tengan caracteŕıstica cero, se dirá que K es un cuerpo valorado
algebraicamente cerrado de equi-caracteŕıstica cero.

Dado un disco (abierto o cerrado) D, se denotará por rad(D) al radio de D. Las
siguientes son algunas propiedades interesantes de los discos que se deducen fácilmente
y que se utilizarán constantemente a lo largo del trabajo.

Propiedades 3.2. Sea K un cuerpo valorado y D y O sus clases asociadas de discos
cerrados y abiertos.

1. Dados dos discos disjuntos D, E (en D o O), existe γ ∈ Γ tal que |x − y| = γ
∀x ∈ D, y ∈ E. Tal γ se denotará por |D − E|.

2. Dado un disco D, todo b ∈ D es centro de D.

3. Dados dos discos disjuntos D, E (en D o O), si D ∩ E 6= ∅, entonces D ⊆ E o
E ⊆ D.

Demostración. 1. Sean D1, D2 dos discos disjuntos con centros en b1 y b2 y de radios
γ1 y γ2 respectivamente. Sean c1 ∈ D1 y c2 ∈ D2 dos elementos cualesquiera. Nótese
que

|c1 − c2| = |(c1 − b1) + (b1 − b2) + (b2 − c2)|
= máx {|c1 − b1|, |b1 − b2|, |b2 − c2|}
= |b1 − b2|,
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pues los discos son disjuntos y entonces sus centros estarán a una distancia mayor
estrictamente que máx {γ1, γ2} si alguno de los dos discos es cerrado, o mayor o igual
a máx {γ1, γ2} en caso de que ambos discos fueran abiertos.
2. Sea D un disco con centro en b y radio γ y sea c un elemento arbitrario de D.
Supóngase que D es cerrado (la prueba para el caso abierto es análoga). Se verá que si
E es el disco cerrado con centro en c y radio γ, entonces D = E. Pues bien, sea x ∈ D.
Nótese que

|x− c| = |(x− b) + (b− c)|
≤ máx {|x− b|, |b− c|}
≤ γ,

con lo cual D ⊆ E. Análogamente, si x ∈ E, nótese que

|x− b| = |(x− c) + (c− b)|
≤ máx {|x− c|, |c− b|}
≤ γ,

verificándose entonces que D = E.
3. Sean D1, D2 dos discos cualesquiera de radios γ1 y γ2 respectivamente y sea c ∈
D1 ∩D2 un elemento que pertenece a ambos discos. Por el resultado anterior D1 y D2

son discos con centro en c y radios γ1 y γ2. Dependiendo si los discos son cerrados o
abiertos y si γ1 ≤ γ2 o si γ1 > γ2, se ve claramente que D1 ⊆ D2 o D2 ⊆ D1. ¤

A continuación se presentará el resultado obtenido en [6] que describe de manera
precisa los subconjuntos definibles en una variable de los cuerpos valorados algebrai-
camente cerrados y que motiva la construcción de la estructura multivalorada en la
que se tendrá la 1-eliminación de imaginarios para subconjuntos definibles del cuerpo.
Los discos recién introducidos serán la base de dichos subconjuntos definibles.

Definición 3.3. En un cuerpo valorado K, un Queso Suizo es un subconjunto no
vaćıo de K de la forma Dr (E1 ∪̇ . . . ∪̇En), donde D es un disco (o todo K) y cada Ei

es un subdisco propio de D. D se conocerá como el bloque del queso suizo y los Ei’s
como los huecos.

Teorema 3.4 (Holly). Todo subconjunto definible (con parámetros) en una variable
D ⊆ K de un cuerpo valorado algebraicamente cerrado es la unión de un único conjunto
{S1, . . . , Sn} de quesos suizos disjuntos no anidados, es decir, tales que para ningún
i, j, el bloque de Si coincide con un hueco de Sj.

En [5] se muestra que la teoŕıa de los cuerpos valorados algebraicamente cerrados de
equi-caracteŕıstica cero no tiene eliminación de imaginarios; y que incluso no se tiene
añadiendo nuevas suertes para el grupo de valores y el cuerpo residual. Sin embargo
se verá que con el fin de tener parámetros canónicos para los subconjuntos definibles
en una variable del campo, es suficiente añadir a la estructura nuevas suertes para las
clases de discos.

La estructura multivalorada con la que se trabajará de ahora en adelante estará da-
da por

K = (K, Γ0, k,D,O, | |, res, o, d),

donde

• K, el cuerpo valorado, es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica
cero sobre el lenguaje de cuerpos {+, ·, 0, 1}.

8



• Γ0, el grupo de valores aumentado, es un grupo abeliano multiplicativo ordenado
junto con un nuevo śımbolo, 0, sobre el lenguaje {·, 1, 0}.

• k, el cuerpo residual, es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica cero
sobre el lenguaje de cuerpos {+, ·, 0, 1}.

• D es el espacio de discos cerrados.

• O es el espacio de discos abiertos.

• | | : K → Γ0 es la valoración.

• cd : K×Γ0 → D es la función que le asigna que al par (b, γ) el disco cerrado con
centro en b y radio γ, es decir, cd(b, γ) = {x ∈ K : |x− b| ≤ γ}.

• od : K × Γ0 → O es la función que al par (b, γ) le asigna el disco abierto con
centro en b y radio γ, es decir, co(b, γ) = {x ∈ K : |x− b| < γ}.

La teoŕıa multivalorada de cuerpos algebraicamente cerrados de equi-caracteŕıstica
cero asociada a la anterior estructura se denotará por ACV F ′0,0.

Nótese que las nociones de eliminación de imaginarios y eliminación débil de imagi-
narios fueron formuladas para estructuras univaloradas, mientras que aqúı se trabaja
con una estructura multivalorada. De esta manera, al hablar de 1-eliminación de ima-
ginarios (o eliminación débil) en ACV F ′0,0, se especificará la suerte de los conjuntos
definibles asociados a los imaginarios en cuestión. Es decir, al ver, por ejemplo, que hay
parámetros canónicos para subconjuntos definibles del cuerpo valorado en una varia-
ble (objetivo de este trabajo), se dirá que ACV F ′0,0 tiene 1-eliminación de imaginarios
para la suerte correspondiente al cuerpo valorado.

Los siguientes resultados pueden verse en [4] y permiten ver que ACV F ′0,0 tiene 1-
eliminación de imaginarios para las suertes Γ0 y k correspondientes al grupo de valores
y al cuerpo residual.

Definición 3.5. Sea T una teoŕıa de primer orden sobre un lenguaje L y sea p un tipo
parcial sobre ∅. Se dice que p está establemente inmerso en C si para todo conjunto
definible D ⊆ Cn (para cualquier n ∈ ω) existe un D′ ⊆ C p(C)-definible tal que que
D ∩ (p(C))n = D′ ∩ (p(C))n.

Si P = p(C) y p está establemente inmerso en C es usual decir que P está estable-
mente inmerso en C. Como Γ0 y k son definibles en K, se hablará de que Γ0 y k están
establemente inmersos en K en este sentido. En la proposición 2.1.3 de [4] se prueba
precisamente que:

Proposición 3.6. i) Γ0 está establemente inmerso en C.

ii) k está establemente inmerso en C

Por otro lado, como la teoŕıa de grupos abelianos ordenados divisibles (la teoŕıa
asociada a Γ0) y la teoŕıa de cuerpos algebraicamente cerrados de caracteŕıstica cero
(la teoŕıa asociada a k) tienen eliminación de cuantificadores, junto con el anterior
resultado puede verse que:

1. Cada subconjunto K-definible de Γ0 es una unión finita de puntos e intervalos, y por
lo tanto tiene un parámetro canónico dado por la tupla de los puntos y extremos
de los intervalos.

2. Cada subconjunto K-definible de k es finito o cofinito, y por lo tanto tiene un
parámetro canónico dado que la teoŕıa de k codifica los conjuntos finitos.
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De esta manera se tiene que ACV F ′0,0 tiene 1-eliminación de imaginarios para las
suertes Γ0 y k.

Análogamente a la definición de 1-eliminación de imaginarios introducida en la
sección pasada, se dice que una teoŕıa tiene 1-eliminación débil de imaginarios si para
cada conjunto definible (¡en una variable!) D ⊆ C existe un conjunto finito A de tuplas
de C tal que para todo automorfismo f ∈ Aut(C) se tiene que f(A) = A si y sólo si
f(D) = D.

Nótese que con el teorema de Holly (teorema 3.4) se concluye entonces que ACV F ′0,0

tiene 1-eliminación débil de imaginarios para subconjuntos definibles del cuerpo, pues
dado un subconjunto definible A ⊆ K, el conjunto finito S de los discos de los quesos
suizos que aparecen en su descomposición es tal que para cada f ∈ Aut(K), f(A) = A
ssi f(S) = S, donde f(S) = S significa que los discos de S se permutan entre śı bajo f .
La implicación de izquierda a derecha es clara. Para la otra dirección basta ver que la
imagen bajo un automorfismo de un bloque será de nuevo un bloque y que la imagen
de un hueco será un hueco. Sea entonces S = {D1, D2, . . . , Dn} el conjunto de todos
los discos (sin repeticiones) que aparecen en la descomposición en quesos suizos de un
subconjunto definible A ⊆ K. Para cada D ∈ S, considérese el número

nD = | {E ∈ S : D ⊆ E} |,

el número de discos de S en los que D está incluido. Nótese que este número se
respetará bajo automorfismos, es decir, para cada f ∈ Aut(K) se tiene que

nf(D) = nD.

Pues bien, nótese que nD es impar si y sólo si D es un bloque y es par si y sólo si D
es un hueco. Se tiene entonces lo que se queŕıa.

Lo que se hará en la última sección es precisamente construir parámetros canónicos
para conjuntos finitos de discos. Para esto será importante clasificar el espacio de los
discos de manera muy fina; y con este fin, dada su estructura arbórea intŕınseca, se
introducirá en la siguiente sección la teoŕıa desarrollada por Holly en [6] y [7] con
relación a conjuntos y árboles valorados.
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4 Árboles y conjuntos valorados

Definición 4.1. Sea S un conjunto y Γ un conjunto totalmente ordenado. Se define
inductivamente un Γ-árbol sobre S, su valor en Γ ∪̇ {0} y sus hojas de la siguiente
manera.

i) Si b ∈ S, (b, 0) es un Γ-árbol valorado atómico con una sola hoja, b, y con valor
0. El valor 0 se define como < γ para todo γ ∈ Γ.

ii) Sean T1, ..., Tn, n ≥ 2, Γ-árboles valorados cuyos conjuntos de hojas son disjuntos
por pares, y cuyos valores respectivos son γ1, ..., γn. Si γ ∈ Γ es tal que γ > γi

(i ∈ {1, 2, ..., n}), entonces el par ({T1, ..., Tn} , γ) es de nuevo un Γ-árbol valorado,
T , con valor γ. b es una hoja de T ssi b es hoja de algún Ti.

Definición 4.2. Un subárbol de un Γ-árbol valorado T es cualquier Γ-árbol valorado
utilizado en su construcción. Aśı, si U = (T , γ) es un Γ-árbol valorado, entonces cada
T ∈ T es un subárbol de U .

Nótese que dados dos subárboles T1, T2 de un Γ-árbol T , o bien T1 es un subárbol
de T2, o T2 es un subárbol de T1, o sus conjuntos de hojas son disjuntos. También,
si b y c son hojas del árbol T , existe el subárbol más pequeño de T que contiene a b
y c (de ahora en adelante b ∈ T significará que b pertenece al conjunto de hojas de
T ). Su valor se denotará por dT (b, c). Aśı, dos hojas de un árbol estarán ”más cerca”,
mientras menor sea dT (b, c).

Definición 4.3. Un conjunto valorado es un conjunto Q con una función asociada
d : Q × Q → Γ ∪̇ {0} (0 < γ para todo γ ∈ Γ) que llega a un conjunto totalmente
ordenado donde ∀γ ∈ Γ, 0 < γ, y tal que:

i) d(x, y) = 0 ssi x = y

ii) d(x, y) = d(y, x)

iii) d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)} para cualquier z ∈ Q. De aqúı se sigue que si
d(x, z) 6= d(y, z), entonces d(x, y) = max {d(x, z), d(y, z)}.

Nótese que un cuerpo valorado puede verse como un conjunto valorado donde la
función asociada d : K ×K → Γ0 viene dada por

d(x, y) = |x− y|.

De manera análoga, como se notará en la siguiente sección, las clases de discos abiertos
(cerrados) del mismo radio, pueden verse también como conjuntos valorados.

Proposición 4.4. Sea S un subconjunto finito no vaćıo de Q, donde Q es un conjunto
valorado con d : Q×Q → Γ0. Entonces existe un único Γ-árbol valorado T sobre S tal
que ∀x, y ∈ S se tiene que d(x, y) = dT (x, y).

Demostración. Existencia. Se mostrará por inducción en |S|. Si S = {b}, el
árbol deseado es (b, 0). Supóngase entonces que S tiene más de un elemento. Sea
γ = máx {d(x, y) : x, y ∈ S} y sea ∼ la relación de equivalencia en S dada por

x ∼ y si y sólo si d(x, y) < γ.

Sean S1, S2, . . . , Sn las ∼-clases de equivalencia. Claramente para cada i ∈ {1, . . . , n},
|Si| < |S|. Por hipótesis de inducción, existen árboles valorados T1, . . . , Tn sobre
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S1, . . . , Sn respectivamente con las propiedades deseadas. El árbol ({T1, . . . , Tn} , γ)
es entonces el árbol deseado.
Unicidad. Si S tiene un sólo elemento no hay nada que probar. Supóngase entonces que
T = ({T1, . . . , Tn} , γ) y U = ({U1, . . . , Um} , δ) son dos Γ-árboles sobre S con las pro-
piedades deseadas. Supóngase que γ 6= δ; sin pérdida de generalidad, que δ < γ. Nótese
que cualesquiera dos elementos de S que estén en distintos Ti’s estaŕıan a distancia γ,
mientras que esto es imposible para cualesquiera dos elementos en cualesquiera Ui’s,
con lo cual γ = δ. Supóngase entonces que {T1, . . . , Tn} 6= {U1, . . . , Un}. Nótese que
los conjuntos de hojas de los Ti‘s y los Ui’s forman particiones de S. Sean b y c dos
elementos de S que estén en un mismo Ti pero en distintos Ui’s. De acuerdo con T ,
d(b, c) < γ, pero de acuerdo con U , d(b, c) = γ, con lo cual se tiene una contradicción
y se concluye que n = m y {T1, . . . , Tn} = {U1, . . . , Un}, como conjuntos de conjuntos
de hojas. Sin pérdida de generalidad, supóngase que cada Ti tiene el mismo conjunto
de hojas que Ui. Por hipótesis de inducción se tiene entonces que Ti = Ui y por tanto
que T = U . ¤

De ahora en adelante un árbol valorado sobre un subconjunto finito de un conjunto
valorado será precisamente el árbol recién descrito.

Con el fin de descomponer los árboles valorados construidos sobre conjuntos finitos
de conjuntos valorados y poder clasificar y analizar más detalladamente los conjuntos
finitos de discos en las siguientes secciones, se introducen a continuación los clusters
de los árboles valorados.

Definición 4.5. Sea T un Γ0-árbol valorado. Para cada subárbol de T de la forma
({b1, . . . , bn, U1, . . . , Um} , γ) (n ≥ 1, m ≥ 0 y γ > 0), donde b1, . . . bn son atómicos y
U1, . . . , Um no lo son, el conjunto {b1, . . . , bn} es un n-cluster en T , o simplemente un
cluster en T . Si T = (b, 0) es un Γ-árbol atómico, entonces {b} es un 1-cluster en T .

Nótese que como cada hoja de un árbol valorado T no atómico aparece de la forma
descrita anteriormente en un subárbol de T una sola vez, los clusters en T forman una
partición de su conjunto de hojas.

Definición 4.6. Sea T un Γ0-árbol valorado sobre un conjunto S. Dados
q, nq, nq−1, . . . , n1 enteros positivos, se definen ciertos subconjuntos C de S llama-
dos (nq, . . . , n1)-clusters en T , y se le asigna, a cada C, su i-ésima altura, hi(C), para
cada i ∈ {1, . . . , q}, que será un elemento de Γ0. La definición es por inducción en q.
1. Si q = 1 y n1 = n, se trata de un n-cluster C = {b1, . . . , bn} en T . Si C aparece en un
subárbol de la forma ({b1, . . . , bn, U1, . . . , Um} , γ) donde U1, . . . , Um son no atómicos,
h1(C) = γ.
Observación 1. Si C1 y C2 son dos n-clusters distintos en T , con la misma altura,
existe un δ ∈ Γ0 tal que para cada b ∈ C1 y c ∈ C2, d(c1, c2) = δ. Para ver esto
supóngase que C1 proviene de un subárbol S1 = ({b1, . . . , bn, U1, . . . , Um} , γ) y C2

de un subárbol S2 = ({c1, . . . , cn, V1, . . . , Vp} , γ). Nótese que ninguno puede incluir
al otro porque tienen el mismo valor, con lo cual son disjuntos. Aśı, dado bi ∈ C1 y
cj ∈ C2, el menor subárbol que contiene a bi y cj es precisamente el mı́nimo subárbol
de T que contiene a S1 y a S2; sea δ > γ su valor. Entonces d(bi, cj) = δ. ¤

Observación 2. Análogamente puede verse que si C1 y C2 son dos (np, . . . , n1)-clusters
distintos en T para algún p ∈ N tales que hi(C1) = hi(C2) para cada i ∈ {1, . . . , p},
entonces existe un δ ∈ Γ tal que para cada b ∈ C1 y c ∈ C2, v(b, c) = δ. Esto implica que
C1 y C2 son disjuntos y también que si C1, . . . Ck son (np, . . . , n1)-clusters distintos en
T para algún p ∈ N tales que hi(C1) = · · · = hi(Ck) para cada i ∈ {1, . . . , p}, entonces
el conjunto {C1, . . . , Ck} puede verse a su vez como un conjunto valorado, definiendo,
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para i 6= j, d(Ci, Cj) = d(b1, bj) para cualesquiera bi ∈ Ci, bj ∈ Cj , o equivalentemente,
como el valor del mı́nimo subárbol de T que contiene a Ci y Cj .
2. Si q > 1, sean n1, . . . , nq−1 enteros positivos y γ1 < . . . < γ−1 elementos de Γ0.
Supóngase que C1, . . . , Ck (k > 2) son todos los (nq−1, . . . , n − 1)-clusters en T tales
que hi(C1) = · · · = hi(Ck) para cada i ∈ {1, . . . , q − 1}. De las observaciones anteriores
se tiene que ({C1, . . . , Ck} , Γ0) es un conjunto valorado. Sea entonces T ′ su Γ−0-árbol.
Si D′ = {D1, . . . Dm} ⊆ {C1, . . . , Ck} es un m-cluster en T ′, entonces D = D1∪· · ·∪Dm

es un m-cluster en T cuya q-ésima altura hq(D) será el valor de hq(D′) como m-cluster
de T ′ y tal que hi(D) = hi(C1) para i ∈ {1, . . . , q − 1}.

Por ejemplo, en la Figura 1 correspondiente al árbol valorado T sobre
{a, b, c, d, e, f, g, h, i}, puede verse que {a, b} , {d, e} son todos los 2-clusters en T con
altura primera γ2 y {a, b, d, e} es un (2, 2)-cluster con primera altura γ2 y segunda
altura γ4.

6

0

γ1

γ2

γ3

γ4

a b c d e f g h i

Figura 1
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5 El álgebra de los discos

En esta sección se introducen los principales resultados relacionados con las opera-
ciones entre discos y los árboles valorados construidos sobre conjuntos finitos de discos
del mismo radio. Las pruebas que se presentan aqúı son tomadas en su mayoŕıa de [7]
con leves cambios.

Dado un γ ∈ Γ0, el conjunto de discos cerrados de radio γ se denota por Dγ .
Análogamente, el conjunto de discos abiertos de radio γ se denota por Oγ .

Recuérdese (sección 3) que dados dos discos disjuntos no vaćıos D, E, existe un
γ ∈ Γ0 de tal manera que para cualesquiera a ∈ D, b ∈ E, |a − b| = γ. Esto es una
consecuencia inmediata de la propiedad no arquimediana de la valoración y permite
tener una noción de distancia entre los discos |D1 −D2| = γ.

Lema 5.1. Sea γ ∈ Γ0. Entonces Dγ puede verse como un conjunto valorado con la
función asociada d : Dγ × Dγ −→ Dγ dada por d(D,E) = |D − E| si D 6= E, y
d(D,E) = 0 si D = E.
Análogamente, Oγ es un conjunto valorado.

Demostración. Basta notar que |D − E| se comporta en los discos del mismo radio
de igual manera que |x− y| en los elementos del cuerpo valorado. ¤
Definición 5.2. La valoración en Γ0 para un disco no vaćıo D, denotada por |D| se
define como el sup {|b| : b ∈ D}. Nótese que si 0 /∈ D, entonces |D| = |a| para cualquier
a ∈ D. Y si 0 ∈ D, entonces |D| = rad(D).

Dado un elemento no nulo del cuerpo b ∈ K∗ y un disco D en D o O, se denota por
bD al disco {bx : x ∈ D}. Para −1D, se escribirá simplemente −D. Es fácil ver que si
D = cd(0, γ), entonces bD = cd(0, γ|b|); y análogamente si D = od(0, γ).

Definición 5.3. Dados dos discos D, E, ambos en D o en O, se define la suma y el
producto entre discos de manera natural:

D + E = {x + y : x ∈ D, y ∈ E}
DE = {xy : x ∈ D, y ∈ E}

Se verá más adelante que la suma y el producto de discos es de nuevo un disco.

Es importante anotar en este momento que si D, E son discos disjuntos, la distancia
entre D y E mencionada al inicio de esta sección, d(D,E), coincide con la valoración
del disco que resulta al sumar los discos D y −E, |D + (−E)|.

Los siguientes resultados están expuestos claramente en el noveno caṕıtulo de [7],
y son de gran utilidad para la construcción de parámetros canónicos en la siguiente
sección.

Proposición 5.4. Sean b1, b2 ∈ K y γ1, γ2 ∈ Γ0. Sea D1 = cd(b1, γ1), D2 = cd(b2, γ2).
Entonces:

i) D1 + D2 = cd(b1 + b2,máx {γ1, γ2})
ii) D1D2 = cd(b1b2,max {γ1|D2|, |D1|γ2})

Lo mismo vale para los discos abiertos.

Demostración. i) Nótese que

D1 + D2 = (b1 + cd(0, γ1)) + (b2 + cd(0, γ2))
= (b1 + b2) + (cd(0, γ1) + cd(0, γ2)))
= (b1 + b2) + cd(0,max {γ1, γ2})
= cd(b1 + b2,max {γ1, γ2})
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ii) Nótese que

D1 ·D2 = (b1 + cd(0, γ1)) · (b2 + cd(0, γ2))
= b1b2 + b1 · cd(0, γ2) + b2 · cd(0, γ1) + cd(0, γ1) · cd(0, γ2)
= b1b2 + cd(0, |b1|γ2) + cd(0, |b2|γ1) + cd(0, γ1γ2)
= cd(b1b2,max {|b1|γ2, |b2|γ1, γ1γ2}),

con lo cual, dependiendo si 0 está o no en alguno de los discos, se tiene la igualdad
deseada. La prueba es análoga para los discos abiertos. ¤

Corolario 5.5. Sean D1, D2 dos discos abiertos o dos discos cerrados. Entonces

rad(D1 + D2) = max {rad(D1), rad(D2)}
rad(D1D2) = max {rad(D1)|D2|, |D1|rad(D2)}

Con los resultados obtenidos en la proposición 5.4, y analizando los casos en que
el cero está o no en los discos, se verifica fácilmente el siguiente resultado.

Lema 5.6. Sean D1, D2 dos discos abiertos o cerrados. Entonces

i) |D1D2| = |D1||D2|
ii) |D1 + D2| ≤ max {|D1|, |D2|}
iii) Si |D1| 6= |D2|, entonces |D1 + D2| = max {|D1, D2|}
Lema 5.7. Sea K un cuerpo valorado de equi-caracteŕıstica cero, y sea n ∈ N, n > 0.
Entonces dados dos discos cerrados (o abiertos) D1 y D2, si nD1 = nD2, entonces
D1 = D2, donde nD = D + · · ·+ D, n veces.

Demostración. Se mostrará el resultado para discos cerrados. Sea D1 = cd(b1, γ1),
D2 = cd(b2, γ2). Supóngase entonces que nD1 = nD2. Aśı, por el corolario 5.5, se
tiene que rad(D1) = rad(nD1) = rad(nD2) = rad(D2), con lo cual γ1 = γ2. Basta ver
entonces que b1 ∈ D2. Como K tiene caracteŕıstica residual cero, n puede verse como
un elemento de K tal que |n| = 1. Como nb1 ∈ cd(nb1, γ1) = nD1 = nD2 = cd(nb2, γ2),
entonces |nb1 − nb2| ≤ γ2, y por tanto

|b1 − b2| = |n||b1 − b2|
= |n(b1 − b2)|
= |nb1 − nb2|
≤ γ2,

con lo cual b1 ∈ cd(b2, γ2) = D2 y se tiene entonces que D1 = D2. ¤

Lema 5.8. Sea K un cuerpo valorado de equi-caracteŕıstica cero, D un disco, y n ∈ N∗.
Entonces |nD| = |D|.
Demostración. Por el corolario 5.5, rad(D) = rad(nD), con lo cual si 0 ∈ D (y por
tanto 0 ∈ nD), el resultado se tiene inmediatamente. En caso contrario, |D| = |b| para
cualquier b ∈ D. Si D es cerrado, rad(D) < |b|, y si D es abierto, rad(D) ≤ |b|. Como
n puede verse como un elemento de K tal que |n| = 1, al tomar nb como elemento de
nD, se tiene que |nb| = |n||b| = |b|. Como 0 /∈ nD, entonces |nD| = |nb| = |b| = |D|. ¤
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Un n-cluster en D o en O será un conjunto de n discos D1, . . . , Dn ∈ D (∈ O) del
mismo radio tales que para cualesquiera i, j ∈ {1, . . . , n} distintos, |Di−Dj | = γ para
cierto γ ∈ Γ0. En general, un cluster en D o en O, será un conjunto finito S de Dγ

(Oγ) para un cierto γ ∈ Γ0 que es un cluster en el árbol valorado (viendo a Dγ y Oγ

como conjuntos valorados) construido sobre él.

Definición 5.9. La valoración en Γ0 para un cluster S en D o en O está dada por
|S| = max {|D| : D ∈ S}. Nótese que para clusters S en D o en O, |S| ≥ h1(S), y a lo
sumo un disco D ∈ S puede ser tal que |D| < |S|. Si |S| > h1(S), entonces para cada
D ∈ S se tiene que |D| = |S|
Lema 5.10. Sea K un cuerpo valorado de equi-caracteŕıstica cero, y S un
(N, nq, . . . , n1)-cluster en D. Sean S1, . . . Sn (n ≤ N) distintos (nq, . . . , n1)-clusters
de S. Si m > 0 y

D11, . . . D1m ∈ S1; D21, . . . D2m ∈ S2; . . . ;Dn1, . . . Dnm ∈ Sn,

entonces el conjunto {D11 + · · ·+ D1m, D21 + · · ·+ D2m, . . . , Dn1 + · · ·+ Dnm} es un
n-cluster en D.
Lo mismo es cierto en O.

Demostración. Como las sumas de los discos tienen el mismo radio que los discos,
todas las sumas tienen el mismo radio. Sea γ = hq+1(S). Entonces para cada i ∈
{1, . . . , n}, si bi1 es un elemento de Di1, se tiene que los discos Di1, . . . , Dim están
contenidos Ci = od(bi1, γ), pues |Dik − Dil| < γ para cualesquiera k, l ∈ {1, . . . , m}.
Además nótese que para i 6= j, Ci 6= Cj y |Ci − Cj | = γ.
Por el lema 5.7, se tiene que si i 6= j, entonces mCi 6= mCj ; y de hecho son disjuntos
al tener el mismo radio. Utilizando el lema 5.8 se verifica que

|mCi −mCj | = |m(Ci − Cj)| = |Ci − Cj | = γ.

Como para cada i ∈ {1, . . . , n} Di1 + · · · + Dim ⊆ mCi (pues Dik ⊆ Ci para cada
1 ≤ k ≤ m), entonces se tiene que para i 6= j,

(Di1 + · · ·+ Dim) ∩ (Dj1 + · · ·+ Djm) = ∅,

y además

|(Di1 + · · ·+ Dim)− (Dj1 + · · ·+ Djm)| = |mCi −mCj | = γ,

lo cual verifica que

{D11 + · · ·+ D1m, D21 + · · ·+ D2m, . . . , Dn1 + · · ·+ Dnm}

es un n-cluster en D (o en O). ¤

Se denotará por C al conjunto de discos de D con valoración ≤ 1 y radio < 1, es
decir, al conjunto de discos cerrados de radio < 1 contenidos propiamente en el disco
cerrado de radio 1 (el anillo de valoración). Como cada D ∈ C está contenido en una
clase lateral del ideal maximal M dentro del anillo de valoración R, tiene sentido hablar
de la clase residual de D; que será un elemento del cuerpo residual, y se denotará por
r(D).

Análogamente se denotará por C′ al conjunto de discos de O con valoración ≤ 1 y
radio ≤ 1, es decir, al conjunto de discos abiertos de radio ≤ 1 contenidos propiamente
en el disco cerrado de radio 1. Y de igual forma, para cada E ∈ C′ se denotará por
r(E) a la clase lateral del ideal maximal en el anillo de valoración que contiene a E.
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Lema 5.11. Sea k el cuerpo residual del cuerpo valorado K. Entonces C está cerra-
do bajo suma y producto de D, y la función r : C → k dada por D 7→ r(D) es un
homomorfismo aditivo y multiplicativo.
Lo mismo es cierto para C′ y r : C′ → k.

Demostración. Se mostrará el resultado para C. Sean D1 = cd(b1, γ1), D2 =
cd(b2, γ2) tales que |b1|, |b2| ≤ 1 y γ1, γ2 < 1. Por el corolario 5.5, rad(D1 +
D2), rad(D1D2) < 1 y por el lema 5.6, |D1 + D2|, |D1D2| ≤ 1, con lo cual se veri-
fica que C es cerrado bajo suma y producto.
Nótese que r(D1) = r(b1), r(D2) = r(b2), r(D1 +D2) = r(b1 + b2) y r(D1D2) = r(b1b2),
con lo cual se tiene que

r(D1 + D2) = r(b1 + b2) = r(b1) + r(b2) = r(D1) + r(D2)
r(D1D2) = r(b1b2) = r(b1)r(b2) = r(D1)r(D2),

como se queŕıa ver. ¤

Lema 5.12. Sea S = {D1, . . . , Dn} ⊆ Dγ (resp. Oγ) un n-cluster, donde γ < 1 (resp.
γ ≤ 1) y h1(S) = 1. Si Di = cd(bi, γ) (resp. od(bi, γ)) para cada 1 ≤ i ≤ n, entonces

x ∈ D1 ∪ · · · ∪Dn ⇔ |(x− b1)(x− b2) . . . (x− bn)| ≤ γ (resp. < γ).

Demostración. Se mostrará para los discos cerrados. La prueba para los discos abier-
tos es análoga.
⇐) Sin pérdida de generalidad, asúmase que x ∈ D1, con lo cual |x − b1| ≤ γ y para
cada 1 < i ≤ n, |x− bi| = 1. Aśı,

|(x− b1)(x− b2) . . . (x− bn)| = |x− b1||x− b2| . . . |x− bn| = |x− b1| ≤ γ

⇒) Supóngase que x /∈ D1 ∪ . . . Dn. Si |x− bi| ≥ 1 para todo i, entonces

|(x− b1)(x− b2) . . . (x− bn)| ≥ 1 > γ.

Aśı, asúmase, sin pérdida de generalidad que |x− b1| < 1 y |x− b1| > γ (pues x /∈ D1).
Entonces para cada i 6= 1 se tiene que

|x− bi| = |(x− b1) + (b1 − bi)| = max {|x− b1|, |b1 − bi|} = |b1 − bi| = 1,

pues |x− b1| < 1 y |b1 − bi| = 1, ya que h1(S) = 1. Con esto se puede concluir que

|(x− b1)(x− b2) . . . (x− bn)| = |x− b1| > γ,

con lo cual queda verificada la contrarrećıproca. ¤

Lema 5.13. Sea n ≥ 2, y sean S = {D1, . . . , Dn} y T = {E1, . . . , En} n-clusters en D
tales que |S| = h1(S) = γ y |T | = h1(T ) = δ. Si

D1D2 . . . Dn = E1E2 . . . En , y
n∑

i=1

D1D2 . . . D̂i . . . Dn =
n∑

i=1

E1E2 . . . Êi . . . En,

donde ˆ significa omitir dicho término, entonces γ = δ.

Demostración. Supóngase, en búsqueda de una contradicción, que γ > δ. Nótese
que según la definición 5.9, a lo sumo un Di puede ser tal que |Di| < γ. Se analizarán
entonces los dos casos.
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Caso 1. |Di| = γ para cada i ∈ {1, . . . , n}. Aśı,

|D1D2 . . . Dn| = γn > δn ≥ |E1E2 . . . En|

, contradiciendo el hecho de que D1D2 . . . Dn = E1E2 . . . En.

Caso 2. Sin pérdida de generalidad, supóngase que |D1| < γ, con lo cual, para cada
i ∈ {2, . . . , n}, |Di| = γ. De esta manera se tiene que

|D2D3 . . . Dn| = γn−1 > |D1 · · · D̂i · · ·Dn|,

para i 6= 1, con lo cual
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

D1 · · · D̂i · · ·Dn

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣D2D3 · · ·Dn +
n∑

i=2

D1 · · · D̂i · · ·Dn

∣∣∣∣∣
= γn−1

> δn−1

≥
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

E1 · · · Êi · · ·En

∣∣∣∣∣ ,

contradiciendo la segunda hipótesis. ¤
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6 1-Eliminación de imaginarios en ACV F ′
0,0

En esta sección se utilizan los resultados previos para mostrar la 1-eliminación de
imaginarios en la teoŕıa multivalorada de los cuerpos algebraicamente cerrados valo-
rados de equi-caracteŕıstica cero ACV F ′0,0 para los conjuntos definibles del cuerpo en
una variable. El enfoque de la prueba de 1-eliminación de imaginarios que se presenta
a lo largo de esta sección es original y simplifica significativamente el camino desarro-
llado en [7]. Las pruebas de los resultados adaptan elementos presentes en las pruebas
alĺı presentadas.

Por el teorema de Holly (Teorema 3.4), cada conjunto definible A está asociado a
dos conjuntos finitos de discos S1 = {B1, . . . , Bn} y S2 = {D1, . . . , Dn}, donde los Bi’s
son los bloques (disjuntos dos a dos) y los Di’s son los huecos (también disjuntos) en
la descomposición única en quesos suizos. Nótese que para cualquier f ∈ Aut(C), se
tiene que

f(A) = A ⇔ f(S1) = S1 ∧ f(S2) = S2,

pues la imagen bajo un automorfismo de un bloque será de nuevo un bloque y la de
una hueco será un hueco. Es importante aclarar que se está haciendo un abuso de
notación, pues f(Si) = Si significa, en este contexto, permutar los discos de Si, y no
f(∪Si) = ∪Si. De esta manera es suficiente entonces encontrar parámetros canóni-
cos para conjuntos finitos de discos disjuntos. Las siguientes observaciones y lemas
reducirán aún más el problema.

Observación 6.1. Sea S un conjunto finito de discos. Sea A =
{D ∈ S : D es abierto } y B = {D ∈ S : D es cerrado}. Entonces para cada
f ∈ Aut(C) se tiene que

f(S) = S ⇔ f(A) = A ∧ f(B) = B.

Demostración. Basta ver que la imagen bajo un automorfismo de un disco abierto
es de nuevo un disco abierto e igualmente para los discos cerrados. a

Por la anterior observación, el problema se reduce a encontrar parámetros canónicos
para conjuntos finitos de discos cerrados (abiertos) disjuntos.

Observación 6.2. Sea S un conjunto finito de discos cerrados (abiertos) disjuntos.
Sean γ1 < γ2 < . . . < γn los radios de los discos de S, y sea Si el subconjunto de S
formado por los discos de radio γi. Entonces para cada f ∈ Aut(C) se tiene que

f(S) = S ⇔ f(S1) = S1 ∧ · · · ∧ f(Sn) = Sn.

Demostración. Basta ver que para todo f ∈ Aut(C) y cualesquiera γ1γ2 ∈ Γ0, si
γ1 < γ2, entonces f(γ1) < f(γ2). a

Aśı, el problema se reduce entonces a encontrar parámetros canónicos para con-
juntos finitos de discos cerrados (abiertos) disjuntos del mismo radio.

Lema 6.3. Para tener 1-eliminación de imaginarios para conjuntos definibles del cuer-
po en ACV F ′0,0, basta encontrar parámetros canónicos para clusters en D o en O.

Demostración. Sea S un conjunto de discos cerrados (abiertos) disjuntos del mismo
radio δ. Considérese el árbol valorado T de S. Durante esta prueba se considerarán
únicamente automorfismos que fijan S como conjunto, con lo cual dichos automorfismos
dejarán fijo el árbol T .
Paso 1. Nótese que si {Di1 , . . . Din} ⊆ S es un n-cluster en T y f es un automorfismo
que fija S, entonces {f(Di1), . . . f(Din)} es de nuevo un n-cluster en T ; sólo hace
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falta notar que las proporciones de las distancias entre los discos se conservan bajo
automorfismos. Con esto se puede suponer entonces que

S = S1
1 ∪̇ . . . ∪̇ S1

m1
,

donde cada S1
i (1 ≤ i ≤ m1) es un n1-cluster disjunto de los demás, para ciertos

n1, m1 ∈ N fijos. Sea γ1
i = h1(S1

i ) y supóngase spdg que γ1
1 ≤ γ1

2 · · · ≤ γ1
m1

. Como los
n1-clusters con igual altura primera irán, bajo automorfismos, a n1-clusters de igual
altura primera, y los automorfismos preservan el orden de Γ0, puede suponerse que S
es la reunión de m1 n1-clusters con altura primera γ1. Es decir, que S es la reunión
de (k, r1)-clusters para un número finito de k’s.
Paso 2. Por observaciones análogas, puede verse que la imagen bajo automorfismos
que fijan S de un (k, n1)-cluster en T es de nuevo un (k, n1)-cluster en T ; con lo cual
se puede asumir que

S = S2
1 ∪̇ . . . ∪̇ S2

m2
,

donde cada S2
i (1 ≤ i ≤ m2) es un (n2, n1)-cluster distinto de los demás con altura

primera γ1, para ciertos n1, n2,m2 ∈ N fijos. Sea entonces γ2
i = h2(S2

i ) y supóngase
spdg que γ2

1 ≤ γ2
2 · · · ≤ γ2

m2
. Por razones análogas a las del paso anterior, se puede

suponer que S es la reunión finita de m2 (n2, n1)-clusters con altura primera γ1 y
altura segunda γ2.

Como S es finito, nótese que el proceso esbozado terminará en un número finito de
pasos reduciendo el problema hasta el caso en que S es un (1, nq, nq−1, . . . , n1)-cluster
en D para ciertos nq, . . . , n1 ∈ N, es decir, un clan. ¤

El próximo lema es útil para la construcción de parámetros canónicos de conjuntos
definibles y se enuncia en un contexto más general. Antes se mostrará un hecho sencillo
que ha de tenerse claro y se introducirá alguna notación.

Observación 6.4. Sea A un conjunto definible con parámetro canónico a. Si g es un
automorfismo, entonces g(a) es un parámetro canónico de g(A).

Demostración. Sea f un automorfismo. Nótese entonces que

f(g(A)) = g(A) ⇔ g−1fg(A) = A ⇔ g−1fg(a) = a ⇔ f(g(a)) = g(a). a

Sea A = A1 ∪̇ . . . ∪̇ AN la unión disjunta de N conjuntos y sea ∼ la relación de
equivalencia en {A1, . . . , AN} dada por:

Ai ∼ Aj ssi existe un f ∈ Aut(C) tal que f(Ai) = Aj

Sea Ei =
{
Bi

1, . . . , B
i
ri

}
la i-ésima de las n ∼-clases de equivalencia. Sea Bi =

⋃ri

j=1 Bi
j ,

de tal manera que A = B1∪̇ . . . ∪̇Bn. Y para cada i, j sea f i
j ∈ Aut(C) tal que f i

j(B
i
1) =

Bi
j .

Lema 6.5. Con la notación recién introducida, si:

1. Para todo f ∈ Aut(C), f(A) = A implica que para todo i ∈ {1, . . . n} y todo
j ∈ {1, . . . , ri}, existe un k tal que f(Bi

j) = Bi
k.

2. Para cada i ∈ {1, . . . , n}, ai
1 es un parámetro canónico de Bi

1.

3. Para cada i ∈ {1, . . . , n}, ci es un parámetro canónico de
{
ai
1, . . . , a

i
ri

}
, donde

ai
j = f i

j(a
i
1).

Entonces c = c1 . . . cn es un parámetro canónico de A.
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Demostración. Sea f ∈ Aut(C) un automorfismo arbitrario. Se verá que

f(A) = A ⇔ f(c) = c

⇐). Supóngase que f(c) = c. Entonces para cada i ∈ {1, . . . , n}, f(ci) = ci, y por
tanto

f(
{
ai
1, . . . , a

i
ri

}
) =

{
ai
1, . . . , a

i
ri

}

Observación.f(ai
j) = ai

k ⇔ f(Bi
j) = Bi

k

Demostración. Nótese que

f(ai
j) = ai

k ⇔ ff i
j(a

i
1) = f i

k(ai
1)

⇔ (f i
k)−1ff i

j(a
i
1) = ai

1

⇔ (f i
k)−1ff i

j(B
i
1) = Bi

1

⇔ ff i
j(B

i
1) = f i

k(Bi
1)

⇔ f(Bi
j) = Bi

k. a

Como para cada j ∈ {1, . . . , ri} existe k tal que f(ai
j) = ai

k, por la observación se tiene
que f(Bi

j) = Bi
k. Con esto se concluye que para cada i ∈ {1, . . . n}, f(Bi) = Bi y, por

lo tanto, que f(A) = A
⇒). Nótese que si f(A) = A, entonces para cada i ∈ {1, . . . , n} y cada j ∈ {1, . . . , ri},
f(Bi

j) = Bi
k para algún k ∈ {1, . . . , ri}; con lo cual f(ai

j) = ai
k y entonces f(ci) = ci,

i.e., f(c) = c. ¤
En los lemas siguientes se mostrará que ciertos conjuntos finitos de discos y de

finitas tuplas de discos tienen parámetros canónicos. En particular, se hará uso de la
técnica para codificar conjuntos finitos en la teoŕıa de cuerpos trabajando con las fun-
ciones simétricas. Estos resultados se utilizarán fuertemente en la prueba del teorema
principal que se hará por inducción.

Lema 6.6. Todo n-cluster en D o en O tiene una parámetro canónico.

Demostración. Se mostrará sólo para los discos cerrados. La prueba es análoga para
los discos abiertos. Sea n ∈ N, n ≥ 1 y sea S = {D1, . . . , Dn} un n-cluster en D.
Para cada i ∈ {1, . . . , n}, sea

D′
i = (n− 1)Di −

∑

i 6=j

Dj .

Se verá que la tupla dada por

C = (D1 + D2 + . . . Dn, ξ1(D′
1, . . . , D

′
n), . . . , ξn(D′

1, . . . , D
′
n)),

donde
ξl(D′

1, . . . , D
′
n) =

∑

1≤i1≤···≤il≤n

D′
i1D

′
i2 . . . D′

il

es la l-ésima función simétrica calculada en los D′
i’s, es un parámetro canónico para S.

Nótese que es suficiente verificar que se trata de una asignación inyectiva. En tal caso,
todo automorfismo que fije dicha tupla, fijará S; y es claro que todo automorfismo que
fije S como conjunto fijará la tupla en cuestión. Si n = 1, no hay nada que probar.
Supóngase entonces que n > 1 y que T = {E1, . . . , En} es un n-cluster en D tal que

(D1 + D2 + . . . Dn, ξ1(D′
1, . . . , D

′
n), . . . , ξn(D′

1, . . . , D
′
n))

= (E1 + E2 + . . . En, ξ1(E′
1, . . . , E

′
n), . . . , ξn(E′

1, . . . , E
′
n)).
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Como todos los Di’s tienen el mismo radio, δ, entonces rad(D1 + · · ·+Dn) = δ; con lo
cual se concluye que rad(Ei) = δ para cada i ∈ {1, . . . , n}. De igual manera se observa
que

rad(D′
1) = . . . rad(D′

n) = rad(E′
1) . . . rad(E′

n) = δ.

Nótese que existe un γ > δ tal que S′ = {D′
1, . . . , D

′
n} es un n-cluster en D tal que

h1(S′) = |S′| = γ. Para ver esto basta tomar γ = h1(S) y notar que

|D′
i −D′

j | =

∣∣∣∣∣∣
((n− 1)Di −

∑

k 6=i

Dk)− ((n− 1)Dj −
∑

k 6=j

Dk)

∣∣∣∣∣∣
= |nDi − nDj |
= |n(Di −Dj)|
= |Di −Dj |
= γ

Más aún, |D′
i| = |(Di−D1)+(Di−D2)+ · · ·+(Di−Dn)| ≤ γ por el resultado anterior;

con lo cual se tiene que |S′| ≤ γ. Y de hecho, como h1(S′) = γ, por lo observado en la
definición 5.9 se tiene que |S′| = γ.
Análogamente se tiene que T ′ = {E′

1, . . . , E
′
n} es un n-cluster en D tal que |T ′| =

h1(T ′); y por hipótesis, utilizando el lema 5.13 se tiene que |T ′| = h1(T ′) = γ.
También es cierto que ξ1(D′

1, . . . , D
′
n) = ξ1(E′

1, . . . , E
′
n), pues

ξ1(D′
1, . . . , D

′
n) = D′

1 + · · ·+ D′
n

= (n− 1)D1 −D2 −D3 − . . . −Dn

−D1 + (n− 1)D2 −D3 − . . . −Dn

...
−D1 + D2 −D3 − · · ·+ (n− 1)Dn

= cd(0, δ)
= ξ1(E′

1, . . . , E
′
n)

Ahora bien, sea e ∈ K tal que |e| = 1/γ, y para cada i ∈ {1, . . . , n}, sean

Bi = eD′
i y Ci = eE′

i.

Sea α = δ/γ. Nótese que
1. Para cada i, |Bi| = |Ci| = δ/γ = α < 1.
2. Para i 6= j, |Bi −Bj | = |eD′

i − eD′
j | = |e(D′

i −D′
j)| = 1/γ|D′

i −D′
j | = 1.

Aśı, {B1, . . . , Bn} es un n-cluster en Dα con h1({B1, . . . , Bn}) = 1. Además, por la
definición 5.9, se tiene que | {B1, . . . , Bn} | = 1, y a lo sumo para un i ∈ {1, . . . , n},
|Bi| < 1. Análogamente {C1, . . . , Cn} es un n-cluster en Dα tal que | {C1, . . . , Cn} | =
h1({C1, . . . , Cn}) = 1 y tal que a lo sumo un Ci cumple |Ci| < 1.
Más aún, es fácil ver que para cada i ∈ {1, . . . , n}

ξi(B1, . . . , Bn) = ξi(eD′
1, . . . , eD

′
n)

= ξi(eE′
1, . . . , eE

′
n)

= ξi(C1, . . . , Cn).

Supóngase ahora que para cada i, Bi = cd(bi, α) y Ci = cd(ci, α). Nótese que el
producto de finitos y distintos Bi‘s tiene radio α (proposición 5.5). E igualmente para
los productos de finitos y distintos Ci’s. Como las funciones simétricas calculadas
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en los Bi’s y los Ci’s son sólo sumas y productos de éstos, se tiene que para cada
i ∈ {1, . . . , n}, rad(ξi(B1, . . . , Bn)) = rad(ξi(C1, . . . , Cn)) = α.
Nótese además que para cada i,

ξi(b1, . . . , bn) ∈ ξi(B1, . . . , Bn) = ξi(C1, . . . , Cn) 3 ξi(c1, . . . , cn),

con lo cual se tiene que |ξi(b1, . . . , bn)− ξi(c1, . . . , cn)| ≤ γ para cada i.
Con el objetivo final de mostrar que {D1, . . . , Dn} = {E1, . . . , En} y tener que la asig-
nación es en efecto inyectiva, se mostrará primero que {B1, . . . , Bn} = {C1, . . . , Cn}.
Esto se hará verificando que {−B1, . . . ,−Bn} = {−C1, . . . ,−Cn}, que también son
n-clusters en Dα tales que | · | = h1(·) = 1. Como cada uno de estos n-clusters consiste
de n discos disjuntos del mismo radio, basta verificar que

−B1 ∪ · · · ∪ −Bn = −C1 ∪ · · · ∪ −Cn.

Supóngase entonces que r ∈ −B1 ∪ · · · ∪ −Bn. Nótese que |r| ≤ 1, y por el lema 5.12,

|(r + b1)(r + b2) · · · (r + bn)| ≤ α,

con lo cual
|rn + ξ1(b1, . . . , bn)rn−1 + · · ·+ ξn(b1, . . . , bn)| ≤ α.

Como para cada i, |ξi(b1, . . . , bn)− ξi(c1, . . . , cn)| ≤ γ y |r| ≤ 1, nótese que

|ξi(b1, . . . , bn)rn−i − ξi(c1, . . . , cn)rn−i| ≤ γ,

con lo cual, por la desigualdad triangular se concluye que

|rn + ξ1(c1, . . . , cn)rn−1 + · · ·+ ξn(c1, . . . , cn)| ≤ α,

es decir, que |(r + c1)(r + c2) · · · (r + cn)| ≤ α, lo cual, por el lema 5.12 implica que
r ∈ −C1∪· · ·∪−Cn. Análogamente se muestra que −C1∪· · ·∪−Cn ⊆ −B1∪· · ·∪−Bn.
De esta manera se tiene que

{B1, . . . , Bn} = {C1, . . . , Cn}
⇒ {eD′

1, . . . , eD
′
n} = {eE′

1, . . . , eE
′
n}

⇒ {D′
1, . . . , D

′
n} = {E′

1, . . . , E
′
n}

⇒ {D′
1 + A, . . . , D′

n + A} = {E′
1 + A, . . . , E′

n + A} ,

donde A = D1 + · · ·+ Dn = E1 + · · ·+ En.
Nótese que para cada i ∈ {1, . . . , n}, D′

i + A = (n − 1)Di −
∑
j 6=i

Dj +
∑
j

Dj = nDi y

E′
i + A = nEi, lo cual implica que

{nD1, . . . , nDn} = {nE1, . . . , nEn} .

Aśı, asumiendo sin pérdida de generalidad que nDi = nEi para cada i, por el lema 5.7
se tiene que

{D1, . . . , Dn} = {E1, . . . , En} ,

como se queŕıa ver. ¤

Lema 6.7. Sea n ∈ N, n ≥ 1 y sea

S = {(D1, E1), . . . (Dn, En)}
un conjunto de n 2-tuplas de discos cerrados (abiertos) tal que {D1, . . . , Dn} y
{E1 . . . , En} son n-clusters en D (en O). Entonces S tiene un parámetro canónico.
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Demostración. Se mostrará sólo para los discos cerrados. La prueba es análoga para
los discos abiertos.
Se verá que la tupla dada por

CS = (D1 + · · ·+ Dn, ξ2(D′
1, . . . , D

′
n), . . . , ξn(D′

1, . . . , D
′
n),

E1 + · · ·+ En, ξ2(E′
1, . . . , E

′
n), . . . , ξn(E′

1, . . . , D
′
n),

f1,1(D′
1, . . . , D

′
n, E′

1, . . . , E
′
n), f1,2(D′

1, . . . , D
′
n, E′

1, . . . , E
′
n), . . . , f1,n−1(·),

f2,1(D′
1, . . . , D

′
n, E′

1, . . . , E
′
n), f2,2(D′

1, . . . , D
′
n, E′

1, . . . , E
′
n), . . . , f2,n−2(·),

...
fn−1,1(D′

1, . . . , D
′
n, E′

1, . . . , E
′
n))

donde los D′
i’s y los E′

i’s son como en el lema anterior y para cada l,m ∈ {1, . . . , n}
tales que l + m ≤ n,

fl,m(D′
1, . . . , D

′
n, E′

1, . . . , E
′
n) =

∑

1≤i1<...<il≤n
1≤j1<...<jm≤n

{i1,...,il}∩{j1,...,jm}=∅

D′
i1 · · ·D′

il
E′

j1 · · ·E′
jm

es un parámetro canónico para S. Nótese que es suficiente verificar que se trata de una
asignación inyectiva. En tal caso, todo automorfismo que fije dicha tupla, fijará S; y es
claro que todo automorfismo que fije S como conjunto fijará la tupla en cuestión. Sea
entonces T otro conjunto de n pares de discos tales que las primeras y las segundas
componentes formen n-clusters en D y tal que CS = CT . Se verá que S = T . Por
el lema anterior, las primeras coordenadas de los pares de T formarán el mismo n-
cluster que {D1, . . . , Dn}; y de igual manera las segundas formarán el mismo n-cluster
que {E1, . . . , En}, con lo cual se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que T ={
(D1, Eσ(1)), . . . , (Dn, Eσ(n))

}
, donde σ ∈ Sn es una permutación de {1, . . . , n}. Se

mostrará que ∀k ∈ {1, . . . , n}, Eσ(k) = Ek.
Considérense S1 = {D′

1, . . . , D
′
n} y S2 = {E′

1, . . . , E
′
n}, que como en el lema anterior

son n-clusters en D tales que |S1| = h1(S1) = γ y |S2| = h1(S2) = δ, para ciertos
γ, δ ∈ Γ0. Para ver que ∀kEσ(k) = Ek, basta ver que E′

σ(k) = E′
k. Pues bien, sean

d, e ∈ K tales que |d| = 1/γ y |e| = 1/δ, y para cada i, sean

Bi = dDi y Ci = eE′
i.

Como en el lema anterior, {B1, . . . , Bn} y {C1, . . . , Cn} son n-clusters en D tales que
| · | = h1(·) = 1. Adicionalmente, como CS = CT , se tiene que para cualesquiera
l, m ∈ {1, . . . n} tales que l + m ≤ n,

∑

1≤i1<...<il≤n
1≤j1<...<jm≤n

{i1,...,il}∩{j1,...,jm}=∅

D′
i1 · · ·D′

il
E′

j1 · · ·E′
jm

=
∑

1≤i1<...<il≤n
1≤j1<...<jm≤n

{i1,...,il}∩{j1,...,jm}=∅

D′
i1 · · ·D′

il
E′

σ(j1)
· · ·E′

σ(jm),

y es fácil verificar que las mismas igualdades se cumplen si se reemplazan los D′
i’s por

los correspondientes Bi’s y los E′
i’s por los correspondientes Ci’s; lo cual significa que

tomando variables X,Y, Z, se satisface que

(X + B1Y + C1Z)(X + B2Y + C2Z) · · · (X + BnY + CnZ)
= (X + B1Y + Cσ(1)Z)(X + B2Y + Cσ(2)Z) · · · (X + BnY + Cσ(n)Z)

en el sentido de que los coeficientes, al expandir la expresión, son iguales. Claramente
los Bi’s y los Ci’s están en la clase C definida en la sección anterior, con lo cual se
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puede tomar la proyección al cuerpo residual (de caracteŕıstica cero) de la expresión
anterior pues ésta se comporta como un homomorfismo aditivo y multiplicativo en C
(lema 5.11). Aśı, si r(Bi) = ri y r(Ci) = si, se tiene que

(X + r1Y + s1Z) · · · (X + rnY + snZ) = (X + r1Y + sσ(1)Z) · · · (X + rnY + sσ(n)Z)

Nótese que para i 6= j, |Bi−Bj | = 1, con lo cual ri 6= rj . Y como (k)[X,Y, Z] es domi-
nio de factorización única, se concluye entonces que para todo k ∈ {1, . . . , n} , sσ(k) =
sk. Adicionalmente, nótese que como h1({C1, . . . ,Cn}) = 1, los elementos s1 =
r(C1), . . . , sn = r(Cn) son distintos, con lo cual se tiene que ∀k, Cσ(k) = Ck.
Finalmente, como los discos C1 = eE′

1, . . . , Cn = eE′
n son distintos, se tiene que para

todo k ∈ {1, . . . , n}, E′
σ(k) = Ek, como se queŕıa ver. ¤

Lema 6.8. Sean k, n ∈ N, k, n ≥ 1 y sea

S = {(D11, D12, . . . D1k), . . . (Dn1, Dn2, . . . Dnk)}

un conjunto de n k-tuplas de discos cerrados (abiertos) tal que para cada j ∈ {2, . . . , k}
el conjunto de tuplas {(D11, D1j), . . . (Dn1, Dnj)} tiene parámetro canónico, entonces
S tiene un parámetro canónico.

Demostración. Supóngase que para cada j ∈ {2, . . . , k}, cj es un parámetro canónico
para el conjunto Sj = {(D11, D1j), . . . (Dn1, Dnj)}. La tupla c̄ = c2c3 . . . cn es un
parámetro canónico para S. Es fácil verificar que para cada f ∈ Aut(C), f(S) = S si
y sólo si para cada j ∈ {2, . . . , k} se tiene que f(Sj) = Sj . Y esto pasa si y sólo si para
cada j se tiene que f(cj) = cj ; lo cual equivale a que f(c̄) = c̄. ¤

Corolario 6.9. Sean k, n ∈ N, k, n ≥ 1 y sea

S = {(D11, D12, . . . D1k), . . . (Dn1, Dn2, . . . Dnk)}

un conjunto de n k-tuplas d discos cerrados (abiertos) tal que para cada i ∈ {1, . . . , k},
{D1i, . . . , Dni} es un n-cluster en D (en O). Entonces S tiene un parámetro canónico.

Demostración. Tanto para discos abiertos como para discos cerrados la prueba es
inmediata a partir de los dos lemas anteriores

Lema 6.10. Sean k, n ∈ N, k, n ≥ 1 y sea

S = {(B1, D12, . . . D1k), . . . (Bn, Dn2, . . . Dnk)}

un conjunto de n k-tuplas de discos cerrados (abiertos) tal que {B1, . . . , Bn} es un
n-cluster en D (en O). Entonces S tiene un parámetro canónico.

Demostración. Se probará el hecho para discos cerrados. El argumento para los
discos abiertos es análogo. La prueba se hará por inducción en n, y la hipótesis de
inducción expĺıcita es:
HI. Para cada j < n y todo k ∈ N+, todo conjunto de la forma

{(B1, D12, . . . D1k), . . . (Bj , Dj2, . . . Djk)} ,

donde {B1, . . . , Bj} es un j-cluster en D, tiene un parámetro canónico.
Nótese que por el lema 6.8, es suficiente encontrar parámetros canónicos para con-

juntos de pares de discos

S = {(B1, D1), . . . , (Bn, Dn)} ,
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donde {B1, . . . , Bn} es un n-cluster en D.
Dado un par (B, D) ∈ S, se dice que (B,D) tiene orden m en S si el D aparece

m veces como segunda coordenada en algún par de S. Nótese que bajo automorfismos
que fijen S, la imagen de un par de orden m tendrá de nuevo orden m, con lo cual es
suficiente encontrar parámetros canónicos para los subconjuntos de pares de S con el
mismo orden. Y en caso de que aparezca un par con orden mayor que 1, la hipótesis
de inducción aplica y se obtiene el resultado. Aśı, puede entonces suponerse que los
Di‘s son todos distintos.

Más aún, utilizando los mismos argumentos que aparecen en la prueba del lema
6.3, puede reducirse el problema a encontrar parámetros canónicos para conjuntos de
pares de discos de la forma S = {(B1, D1), . . . , (Bn, Dn)}, donde {B1, . . . , Bn} es un
n-cluster en D y {D1, . . . , Dn} es un (1, N, nq, nq−1, . . . , n1)-cluster en D, para ciertos
N,nq, . . . , n1 ∈ N mayores que 1. Ahora bien, nótese que S puede expresarse de la
forma S = S1∪̇ . . . ∪̇SN , donde

Si = {(Bi1, Di1), . . . , (Bil, Dil)} (i ∈ {1, . . . , N}),

l = nq · nq−1 · · · · n1, y para cada i, {Di1, . . . , Dil} es uno de los N (nq, . . . , n1)-
clusters del árbol asociado a {D1, . . . , Dn}. Por hipótesis de inducción, como l <
n, existen parámetros canónicos C̄i = (Ci1, . . . , Cim) ⊆ Dm para cada Si. ∗ Más
aún, puede asumirse que para cada i, Ci1 = Di1 + · · · + Dil. † Pues bien, por el
lema 5.10, {C11, C21, . . . , CN1} es un N -cluster en D, con lo cual, como N < n, la
hipótesis de inducción asegura la existencia de un parámetro canónico para el conjunto{
C̄1, . . . , C̄N

}
= {(Ci1, . . . , Cim), . . . , (CN1, . . . , CNm)} de parámetros canónicos de los

Si’s. Finalmente, aplicando el lema 6.5 ‡, se concluye que existen parámetros canónicos
para S, como se queŕıa ver. ¤

Teorema Principal 6.11. Sea S un (nq, . . . , n1)-cluster en D con nq, . . . , n1 > 1.
Entonces S tiene un parámetro canónico.

Demostración. La prueba se hará por inducción en q. Para el caso en que q = 1, el
lema 6.6 asegura la existencia de un parámetro canónico para S. Supóngase entonces
que q > 1. Nótese que S puede expresarse de la forma S = S1∪̇ . . . ∪̇Snq , donde

Si = {Di1, . . . , Dil} (i ∈ {1, . . . , N}),

l = nq−1 · nq−2 · · · · n1, y para cada i, {Di1, . . . , Dil} es uno de los nq (nq−1, . . . , n1)-
clusters del árbol asociado a S. Por hipótesis de inducción, existen parámetros canóni-
cos C̄i = (Ci1, . . . , Cim) ⊆ Dm para cada Si. Más aún, puede asumirse que para cada
i, Ci1 = Di1 + · · · + Dil (tomando en cuenta las observaciones que se hicieron en la
prueba del lema anerior). De esta forma, por el lema 5.10, {C11, C21, . . . , CN1} es un
N -cluster en D, con lo cual el lema anterior asegura la existencia de un parámetro
canónico para el conjunto

{
C̄1, . . . , C̄N

}
= {(Ci1, . . . , Cim), . . . , (CN1, . . . , CNm)} de

parámetros canónicos de los Si’s. Finalmente, aplicando el lema 6.5, se concluye que
existen parámetros canónicos para S, como se queŕıa ver. ¤

∗Nótese que los parámetros canónicos construidos en los lemas 6.6, 6.7 y 6.9 son precisamente
tuplas de discos cerrados (abiertos).

†Basta añadir una primera componente (la suma deseada) a una tupla que funcione como paráme-
tro canónico para Si y verificar fácilmente que ésta nueva tupla es también un parámetro canónico.

‡Para ver que las hipótesis del lema se satisfacen, basta notar que la imagen bajo automorfismos
que fijan S de cada Si es de nuevo un Sj , y esto es debido a que la imagen de las segundas coordenadas
de cada Si (que forman un (nq , . . . , n1)-cluster sobre el árbol T asociado a {D1, . . . , Dn}) es de nuevo
un (nq , . . . , n1)-cluster sobre T .
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