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Capitulo 1

Axiomas de la Teoria de
Conjuntos

La Teoria de Conjuntos es una de las partes principales de la Logica. Tiene un papel
muy importante en la discusién de los fundamentos de la Matematica y en el estudio de las
nociones de infinito y de niumero. Desde ese punto de vista es una disciplina 1til para la
Filosofia de la Logica y de la Matematica.

La teoria es fundamentalmente creacién de un autor, G. Cantor, y su fecha de nacimiento
puede cifrarse en los finales del siglo XIX. Pero hay ciertos precedentes y hay numerosas
contribuciones de otros légicos y matematicos posteriores. También debe ser mencionado
que en la segunda mitad del siglo XX la Teoria de Conjuntos ha experimentado avances
espectaculares.

Una de las nociones centrales de la Teoria de Conjuntos es la de cardinalidad de un
conjunto. Es una medida del tamano aplicable también a conjuntos infinitos. Se dice que
dos conjuntos tienen la misma cardinalidad cuando existe una aplicacion biyectiva entre
ellos. Los numeros cardinales representan las distintas cardinalidades de los conjuntos. Estos
numeros estan ordenados de tal modo que cada uno tiene un sucesor, un ntimero inmedia-
tamente superior. Los niimeros naturales 0,1,2, ... son las cardinalidades de los conjuntos
finitos. Tras ellos aparece el primer cardinalidad infinito Ny, que es la cardinalidad del
conjunto de los niimeros naturales. A este nimero cardinal le siguen Ny, Rs, . ... El proceso
sigue mucho més alla de lo que uno pueda imaginarse en principio. Cantor demostré que el
conjunto de los nimeros racionales tiene cardinalidad Ny y que la misma cardinalidad tiene
el conjunto de los niimeros reales algebraicos. Por otro lado demostré que la cardinalidad
del conjunto de los nimeros reales es mayor que X. Existe una operacion de exponenciacion
entre numeros cardinales que permite describir la cardinalidad del conjunto de los niimeros
reales como 2%°. Una pregunta que surge naturalmente es si 280 = X; o no. Esta ecuacién se
conoce con el nombre de Hipdtesis del Continuo. Cantor dedicé muchos esfuerzo a intentar
demostrarla pero no lo consiguié. En 1938 K. Gédel demostré que la Hipétesis del Continuo
es irrefutable, es decir, que en Teoria de Conjuntos no se puede demostrar que es falsa a no
ser que la Teoria de Conjuntos sea una teoria contradictoria y permita demostrar cualquier
enunciado. En 1964 P. Cohen demostré que la Hipdtesis del Continuo no es un teorema de
la Teoria de Conjuntos a no ser, de nuevo, que la Teoria de Conjuntos sea contradictoria.
Esto estableci6 el estatus de la Hipétesis del Continuo como enunciado indecidible en base
a los axiomas comunmente admitidos. Pero ademés los métodos de Goédel y Cohen abrieron



la puerta a la Teoria de Conjuntos contemporanea, donde a menudo no se demuestran
teoremas sino que se demuestra que ciertos enunciados son indemostrables o irrefutables.
Pero estas cuestiones no pueden ser tratadas en esta asignatura. Aqui sdlo se va a efectuar
una introduccién a la axiomética y al tratamiento de las nociones de infinito y de niimero
cardinal.

La parte de la Teoria de Conjuntos que se ensena en esta asignatura es bastante ele-
mental. Se introducen nociones y se exponen resultados que son necesarios para poder de-
sarrollar posteriormente otras partes de la Logica, en particular la Seméantica de la Légica
de Primer Orden. Por otro lado esta asignatura esta destinada a ensenar a hacer demostra-
ciones, de manera que se concede una especial importancia a la manera en que los teoremas
se van justificando.

La Teoria de Conjuntos habla esencialmente de conjuntos. Sin embargo no se debe
esperar encontrar una definicién de qué es un conjunto, no es frecuente que las teorias
definan los objetos de los que hablan y normalmente s6lo dan una descripcién parcial de
ellos. De hecho aqui hablaremos no sélo de conjuntos, sino que hablaremos mas generalmente
de objetos. Ciertos objetos seran conjuntos y otros no. Estos ultimos se llamaran objetos
primitivos. Los conjuntos se formaran con objetos primitivos y con conjuntos ya formados.
Puede hacerse Teoria de Conjuntos sin considerar mas objetos que los conjuntos, es decir,
sin objetos primitivos. En ocasiones se llama Teoria de Conjuntos Puros. De hecho en la
mayoria de los libros de texto se encuentra expuesta la Teoria de Conjuntos Puros. La razén
es que la eliminacién de los objetos primitivos simplifica la escritura de los enunciados y
ademds se puede justificar ficilmente que no hay realmente una gran pérdida eliminando
estos objetos primitivos pues pueden ser convenientemente simulados mediante conjuntos
puros. Aqui mantendremos los objetos primitivos en la presentacién de la teoria aunque no
tendran un papel muy relevante.

Entre los objetos de los que la teoria habla hay una relaciéon establecida, la relacién
de pertenencia. Se dice que un objeto es elemento de otro si le pertenece, es decir, si
esta relacionado con él mediante esa relacion de pertenencia. Los objetos primitivos no
tienen elementos pero pueden ser elementos de otros objetos. Los conjuntos pueden tener
0 no tener elementos. Veremos que hay un iinico conjunto sin elementos. Por otro lado los
conjuntos pueden ser elementos de otros objetos, es decir, tendremos conjuntos de conjuntos,
conjuntos de conjuntos de conjuntos, etc.

La Teoria de Conjuntos es una teoria y como tal es un conjunto de enunciados de
un cierto lenguaje. En este caso el lenguaje es el de la Légica de Primer Orden con un
simbolo “€” para la relacién de pertenencia. Usamos por tanto el simbolo de igualdad,
conectores légicos, cuantificadores, paréntesis y variables. Para distinguir los conjuntos entre
los objetos de los que hablamos usamos dos tipos de variables: mintsculas x,y, z, . . . para
objetos cualesquiera y mayusculas A, B, C, ... para conjuntos. En la prictica este lenguaje
se ampliard en distintas direcciones:

» introduciremos nuevos simbolos mediante definiciones,
= introduciremos mas tipos de variables para ciertos tipos de conjuntos,

= usaremos el lenguaje natural mezclado con el lenguaje formal para poder expresar los
hechos de modo més natural y comprensible.

Esta ampliacién del lenguaje es inesencial. Todo enunciado del lenguaje ampliado tiene
una traduccién al lenguaje formal inicial.



Los enunciados de la teoria de conjuntos estan organizados en tres categorias: axiomas,
definiciones y teoremas. Los axiomas caracterizan a la teoria. No precisan ser demostrados
aunque su significado puede ser explicado y discutido. Las definiciones tampoco se demues-
tran, sirven sélo para ampliar el lenguaje y facilitar asi la expresién breve de enunciados
complejos. Los teoremas deben ser demostrados a partir de los axiomas, las definiciones y
otros teoremas previamente demostrados. Los lemas, las proposiciones y los corolarios son
teoremas. Se llaman de estas maneras diversas segin su importancia, el motivo por el que
se enuncian o la facilidad con que se demuestran a partir de otros teoremas.

Los axiomas de la Teoria de Conjuntos se irdan introduciendo poco a poco y se inter-
calardn definiciones y teoremas en ese proceso. La teoria no estard totalmente presentada
hasta el final.

Axioma 1.1 (Axioma de Extensionalidad) Conjuntos con los mismos elementos son
iguales.

El hecho de que los conjuntos A y B tienen los mismos elementos se expresa con la
férmula
Vae(r € A—z € B)

0, si se prefiere, mediante
Ve(r € A— 2 € B)AVz(x € B—z € A).
Por tanto el Axioma de Extensionalidad se enuncia en el lenguaje formal como sigue:
VAVB(Vz(x € A<~ x € B) - A= B).

Una manera alternativa de expresarlo consiste en decir que si A y B son conjuntos distintos,
entonces no tienen los mismos elementos, es decir A tiene un elemento que B no tiene o B
tiene un elemento que A no tiene:

A#B—3Jx(x € ANz ¢ B)VIx(x € BAx & A).
Obsérvese que, con independencia del Axioma de Extensionalidad y por motivos pura-
mente logicos, es cierto que
A=B —-Vz(x € A~z € B).

Si juntamos esto con el Axioma de Extensionalidad obtenemos que
Proposicién 1.2 Vz(r € A~z € B)«— A=DB

Esto nos permite eliminar la igualdad en A = B utilizando en su lugar la expresién
Ve(r € Az € B).

Definicién Decimos que A estd incluido en B o que A es un subconjunto de By escribimos
A C B si todos los elementos de A son elementos de B, esto es,

AC B~ Ve(xe A—x € B).

Para decir que A no estd incluido en B escribimos A € B. Obsérvese que A € B significa
que algin elemento de A no es elemento de B pero no significa que todos los elementos de
A estén fuera de B.



Observaciones 1.3 1. ACA
2. ACBABCA—-A=B
3. ACBABCC—-ACC
Es importante distinguir bien entre pertenencia (€) e inclusién (C). La inclusién es
una relaciéon entre conjuntos, la pertenencia es una relaciéon entre objetos y conjuntos. La
inclusion es transitiva pero la pertenencia no. Hay casos en que un cierto conjunto pertenece
a otro y al mismo tiempo estd incluido en él, pero no es ésta la situacion habitual. El modo

mas frecuente en que interaccionan en las demostraciones estas dos relaciones estd resumido
en los dos siguientes principios:

» De AC By xz € A se infiere que x € B.

s De AC By x ¢ B se infiere que x € A.

Introducimos ahora una notacién de uso frecuente en teoria de conjuntos: el abstractor.
Supongamos que P es una propiedad y que por algin motivo se sabe ya que existe un
conjunto A cuyos elementos son precisamente los objetos que tienen esa propiedad, es decir

Va(x € A — P(x)),

donde P(x) significa que x tiene la propiedad P. En ese caso decimos que la propiedad P
determina un conjunto y nos referimos a ese conjunto A con la notacién

{z: P(x)}.

Obsérvese que esto es legitimo dado que por el Axioma de Extensionalidad sabemos que
s6lo puede existir un tal conjunto A, es decir si B es otro conjunto y también

Va(x € B « P(x))

entonces A = B.

Observaciones 1.4 Supdngase que las propiedades P y Q) determinan conjuntos. Entonces

1. Va(z € {z: Px)} < P(2))

2. A={z:P(x)} = Va(z € A = P(z))

3. {z: P(x)} ={z: Q(2)} < Va(P(z) < Q(z))
4. Az P@)t ={y: P(y)}.

De hecho si se sabe que P determina un conjunto y () es otra propiedad tal que
Vz(P(x) < Q(x)), entonces también ) determina un conjunto y determina precisamen-
te el mismo conjunto que P, es decir, {z : P(z)} = {z: Q(x)}.

Ciertas propiedades determinan un conjunto. Por ejemplo la propiedad = € A determina
el conjunto A. Asi pues, A = {z : x € A}. Pero no toda propiedad determina un conjunto.
Este hecho fue observado por B. Russell para el caso particular de la propiedad = & z y
esta observacién se conoce con el nombre de Paradoja de Russell.



Proposicién 1.5 No hay ningin conjunto A tal que Va(z € A «— x & x), es decir, {z :
x & x} no existe.

Prueba. Efectuando una prueba indirecta supongamos lo contrario, es decir, que existe un

conjunto A tal que
Ve(r € Ao x &x).

Esto vale en particular para el caso z = A, de modo que
AcA— A& A

lo cual es una contradiccién.

Si bien es cierto que no toda propiedad determina un conjunto, también es verdad que
es habitual en la teoria intuitiva de conjuntos utilizar propiedades para formar conjuntos
tomando los elementos de un cierto conjunto previamente formado que tengan la propiedad
en cuestion, es decir separando los elementos del conjunto que tienen la propiedad de los
que no la tienen. En la teoria axiomatica también podemos hacer eso.

Axioma 1.6 (Esquema de Separacion) Si P es una propiedad expresable en el lenguaje
de la teoria de conjuntos, para cada conjunto X existe el conjunto {x : x € X A P(x)}, es
decir hay un conjunto A tal que Vr(x € A — x € X A P(x)).

Obsérvese que el Esquema de Separacién no es un simple axioma sino una infinidad de
axiomas: a cada propiedad P le corresponde un axioma de separacion, el axioma

VX3AVr(x € A >z € X A P(x)).

Obsérvese también que el Esquema de Separacién no sirve para obtener conjuntos a no ser
que se tengan ya conjuntos. Pero en algiin momento habrd que empezar a tener conjuntos
por algiin otro medio. Para ello seran necesarios otros axiomas.

El hecho de que exijamos que la propiedad P sea expresable en el lenguaje de la teoria
de conjuntos no es retérico. Se obtienen contradicciones en la teoria si este punto no se
respeta. Un ejemplo de ello es la llamada paradoja de Richard. Consiste en lo siguiente.
Consideremos el conjunto N de los nimeros naturales. La existencia de ese conjunto puede
garantizarse con los axiomas de la teoria de conjuntos. Consideremos ahora la propiedad P
que consiste en ser un objeto definible en castellano utilizando menos de 23 palabras. No
estd nada claro que esa propiedad pueda expresarse en el lenguaje de la teoria de conjun-
tos. Puede haber discusiones acerca de cuales son exactamente las palabras del castellano.
Imaginemos que hemos fijado un determinado fragmento con rigor y que ese fragmento
contiene s6lo un numero finito de palabras, por ejemplo todas las que alguna vez hayan
aparecido escritas. Eliminada esta ambigiiedad comenzamos la discusién. Supongamos que
existe el conjunto A = {z : x € NA P(x)}. Veremos que ello conduce a contradicciones.
Como no tenemos mas que un numero finito de palabras, no hay méas que un nimero fini-
to de propiedades expresadas mediante 23 palabras en castellano. Eso quiere decir que el
conjunto A es finito y con ello que su complemento N \ A es infinito y en particular no
es un conjunto vacio. Es un hecho que todo conjunto no vacio de niimeros naturales tiene
un menor elemento. Por tanto N \ A tiene un menor elemento n. Obsérvese que n ¢ A.
Pero n es el menor nimero natural que no pertenece al conjunto de los niimeros naturales
definibles en castellano mediante menos de 23 palabras. Esta es una definicién de n que usa
menos de 23 palabras. Como n es entonces definible con menos de 23 palabras, n € A. Esto



es una contradiccién.

Enunciamos ahora un axioma que nos garantiza que hay conjuntos. Este axioma resulta
redundante si se hace Teoria de Conjuntos Puros, es decir si todos los objetos considerados
son conjuntos.

Axioma 1.7 (Axioma de Existencia de Conjuntos) Hay conjuntos, esto es, JA A =
A.

Proposiciéon 1.8 FExiste un conjunto sin elementos, es decir, AV & A.

Prueba. Por el Axioma de Existencia de Conjuntos sabemos que hay al menos un conjunto
B. Aplicamos el esquema de separacién al conjunto B y a la propiedad z # x obteniendo
con ello que A = {z : © € BAxz # x} es un conjunto. Obviamente A no puede tener
elementos, pues si € A entonces x # x.

Proposicion 1.9 Hay a lo sumo un conjunto sin elementos. Formalmente,

Veix E ANVeax ¢ B— A=DB.

Prueba. Sean A y B conjuntos sin elementos. Entonces A y B tienen los mismos elementos,
esto es, Vz(x € A < x € B). Por el Axioma de Extensionalidad, A = B.

En virtud de las dos ultimas proposiciones sabemos que hay un tdnico conjunto sin
elementos. Esto nos permite hacer la siguiente definicién.

Definicién El conjunto vacio, (), es el tinico conjunto que no tiene elementos.

La propiedad « # = determina entonces un conjunto, el conjunto vacio. Podemos escribir
0={z:z+#=x}
Observaciones 1.10 1. Vzz & ()
2. Vex g A— A=
3. para cualquier propiedad P, Vz(x € ) — P(x))
4. 0CA

5 ACP—A=0

Si bien hay un conjunto minimo, el conjunto vacio, veremos ahora que no hay un conjunto
maximo. El proceso de construcciéon de conjuntos no puede darse nunca por acabado.

Proposicion 1.11 No hay un conjunto universal, es decir, un conjunto al que pertenezcan
todos los objetos. Formalmente, ~3AVzx € A



Prueba. Supongamos que existe un conjunto A con la propiedad de que Vzz € A. Apli-
camos el esquema de separacién al conjunto A y a la propiedad x ¢ x obteniendo de ese
modo el conjunto B = {x : x € AAx ¢ x}. Sin embargo la propiedad x € ANz & x es
sustituible por la propiedad x ¢ x, pues la condicién z € A ya la verifican todos los objetos
x. Al efectuar esta sustitucién se obtiene que existe el conjunto A = {z : = & z}. Per esto
contradice a la proposicién 1.5.

A continuacién introducimos una serie de axiomas que garantizan la existencia de los
conjuntos finitos de objetos. De hecho bastaria con uno sélo de esos axiomas garantizando
la existencia de pares, pues los restantes se podrian introducir con el auxilio de la operacion
de unién, pero esa operacién todavia no la podemos usar.

Axioma 1.12 (Axiomas de Existencia de Conjuntos Finitos) Para cada secuencia
de objetos x1,...,x, existe un conjunto cuyos elementos son x1,...,x, y nada mds. For-
malmente,

Vo -z, dAVz(r € Aoz =21V -V =umx,).

Definicién Designamos con {z1,...,z,} al conjunto cuyos elementos son precisamente los
objetos x1,...,x,. En el caso n = 1 llamamos unitario de z1 al conjunto {x;} asf obtenido.
Para el caso n = 2, llamamos par de x1, x5 al correspondiente conjunto {z1,z2}.

Observaciones 1.13 1. z € {z}
2. ze{x,ytrhye{z,y}

3. VYu(u € {z} < u=ux)

4. Vulue{r,y} cu=zVu=y)

5. Az,z} ={x}

6. fe)={y}oz=y

7. {z,y}={u,v} o (z=uAy=v)V(@=vAy=u)
8
9

{z.y} ={y, 2}
Ve(zr € A {z} CA)

Si a es un objeto, la propiedad z = a determina un conjunto, concretamente determina
el conjunto {a}, pues {a} = {z : © = a}. Si b es otro objeto, la propiedad (z = aV x = b)
también determina un conjunto, el conjunto {a,b}, pues {a,b} = {z : x = aVa =b}. Lo
mismo se puede decir en general de la propiedad (x =ay V-V = a,), que determina el
conjunto {ai,...,an}, esto es,

{a1,...,an}={z:2=a1V--- Ve =a,}.

Con los axiomas introducidos hasta el momento podemos garantizar la existencia de
los conjuntos 0, {0}, {0,{0}}, {{0}}, etc. Es conveniente darse cuenta de que todos estos
conjuntos son distintos. Por ejemplo, () no tiene elementos, pero los demés si. Tanto {0}
como {{0}} son conjuntos con un sélo elemento, pero el elemento en cuestién no es el mismo
y por ello los conjuntos son distintos. El elemento de {0} es () mientras que el elemento de



{{0}} es {0}. Por su parte {0, {0}} es un conjunto con dos elementos y por ello no puede
ser igual a los anteriores. El conjunto vacio pertenece a algunos conjuntos pero no a todos.
Sin embargo estd incluido en todos. Puede ayudar a comprender estas nociones el desci-
frar qué relaciones de pertenencia e inclusién se dan entre los siguientes conjuntos: A = (),

B=A{0}, C={{0}}, D={0,{0}}, E={0,{{0}}}, F = {{0}, {{0}}} y G = {{0,{0}}}.

10



Capitulo 2

Operaciones Booleanas

En este capitulo vamos a tratar de las operaciones de unién, interseccién y diferencia
de conjuntos. Se introducirdn algunos nuevos axiomas. Las operaciones de interseccion y
diferencia de conjuntos pueden obtenerse aplicando el esquema de separacion. Lo explicamos
a continuacion.

Proposicion 2.1 1. Dados dos conjuntos A y B existe siempre un tercer conjunto C
cuyos elementos son los elementos comunes a A y a B, esto es

VABICVz(x € C - x € ANz € B)

2. Dados dos conjuntos A y B existe siempre un tercer conjunto C cuyos elementos son
los elementos de A que no son elementos de B, esto es,

VAB3ICVz(x € C - x € ANz & B)

Prueba. El primer conjunto se obtiene aplicando el esquema de separacién al conjunto A y a
la propiedad = € B. El segundo se obtiene aplicindolo al conjunto A y a la propiedad = ¢ B.

Definicién La proposicién anterior nos asegura que tanto {x : © € A Az € B} como
{z:x € ANz ¢ B} existen. El primer conjunto se llama interseccidn de A y B y se denota
con AN B. El segundo conjunto se llama diferencia de A y B y se denota A \ B.

La operacion de uniéon no puede obtenerse de ese modo. Necesitamos un axioma es-
pecifico que garantice su existencia. Introducimos de momento una versién débil de este
axioma.

Axioma 2.2 (Axioma de Uniones. Primera versién) Dados dos conjuntos A y B exis-
te siempre un tercer conjunto C cuyos elementos se obtienen anadiendo a los elementos de
A los de B, es decir

VABICVz(x € C —x € AVz € B)

Definicién El axioma anterior nos asegura que {z : © € AV z € B} existe. El conjunto
{z:2 € AV € B} se llama unidn de A y By se denota con AU B.

11



Observaciones 2.3 . Ve(x€e ANB—xe€ ANz € B)
2. Ye(xe ANBoxeANz ¢ DB)
3. VYe(re AUB—xze€AVaxe B)

La siguiente es una lista de las propiedades bésicas de estas operaciones.

Proposicion 2.4 Cualesquiera conjuntos A, B,C' cumplen las siguientes ecuaciones:

1. AN B=BnNA (Conmutatividad de la interseccion)

2. AN(BNC)=(ANB)NC (Asociatividad de la interseccion)

3. AN A=A (Idempotencia de la interseccion)

4. ANO=0

5 AN(BUC) = (AnB)U(ANC) (Distributividad de la interseccion respecto a la
union)

6. AUB = BUA (Conmutatividad de la unidn)

7. AU(BUC)=(AUB)UC (Asociatividad de la unidn)

8. AUA= A (Idempotencia de la unidn)

9. Aup=A

10. AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (Distributividad de la unidn respecto a la interseccion)

11. ANA=0
12. A~0=A4
13. ONA=0

14. AN(BUC)=(A~NB)N(ANC

(

15, A~(BNC)=(A~B

16. (AUB)NC=(ANC
(

)N ( )
JU(ANC)
JU(BNC)
17 (ANB)NC=(A\C)N(B~\C)

Ejercicio 2.5 1. Demostrar las siguientes ecuaciones.
a) AN(BNC)=(ANB)U(ANCQC)
b) (ANB)NC=A~(BUCQ)
¢c) ANB=A~(A\DB)

2. Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos. En caso afirmativo dar una de-
mostracion y en caso negativo un contraejemplo.

a) ANB=C~B—-A=C
b) AUB=BUC—-A~C=B~\C

12



¢c) ANC=B~C—AUC=BUC
d) ANB=B~A— A=B

Las relaciones mas importantes que hay entre estas operaciones de unién, interseccién y
diferencia por un lado y la inclusion por el otro estan resumidas en la siguiente proposicion.
Se muestra que cada una de estas operaciones permite caracterizar la inclusién y que a su
vez todas ellas son caracterizables en términos de la inclusion.

Proposiciéon 2.6 1. A C B siy sélo si AUB = B.
2. ACBsiysdlosiANB=A.
3. ACBsiysdlosi ANB=1.
4. AUB es el menor conjunto que incluye a A y a B, es decir

a) ACAUByBCAUB.
b) Si C es un conjunto que cumple las condiciones A C C y B C C, entonces
AUuBCC.

5. AN B es el mayor conjunto que estd incluido en A y en B, es decir

a) ANBCAyANBCB.
b) Si C es un conjunto que cumple las condiciones C C A y C C B, entonces
CCANB.

6. AN B es el mayor conjunto que estd incluido a A y es disjunto de B, es decir

a) ANBCAy(A~B)NnB=4.
b) Si C es un conjunto que cumple las condiciones C C A y C'N B = (), entonces
CCANB.

Ejercicio 2.7 Demostrar lo siguiente:
1. ACB—-C~BCC\A
2. ACBANCCD—-AUCCBUD

3. ACBANCCD—-ANCCBND

Definiciéon La diferencia simétrica de los conjuntos A y B es el conjunto A A B formado
por los elementos en los que difieren, es decir,

AAB=(ANB)U(B\ A).
Ejercicio 2.8 Demostrar que se cumple lo siguiente:

1. AAB=(AUB)~(ANDB)
2. AAB=0— A=B
3. AANA=10

13



4. AAB=BAA
5 AA(BAC)=(AAB)AC
Definicién Sea U un conjunto. Si A es un subconjunto de U, definimos el complemento de

A respecto a U como A = U~ A. Hay que ser cuidadosos con esta notacién porque es relativa
al conjunto U que hay que fijar de antemano en cualquier discusién con complementos.

Observaciones 2.9 Sea U un conjunto y sean A y B subconjuntos de U. Consideramos
complementos respecto a U. Se cumple lo siguiente:

LA=A 6.ANB=ANB 11.AUB=4NB

2.0=U 7.7ACB—~BCA 122 AUB=ANB

3.U=10 8. A=B— A=B 13.ANnB=0—< ACB

4. ANA=0 9.ANB=AUB 14.AuB=U«<ACB

5 AUA=U 10.ANB=AUB 15.A=B— AUB=UANANB=10

Axioma 2.10 (Axioma del Conjunto Potencia) Para cada conjunto A existe un con-
junto B cuyos elementos son los subconjuntos de A, esto es,

VA3BVz(x € B« x C A).

Definicién El conjunto potencia de A , P(A), es el conjunto formado por los subconjuntos
de A, es decir, P(A) = {x:ax C A}.

Para entender bien esta nocién resulta 1til calcular P({0, 1, 2}) y calcular P(0), P(P(0)),
P(P(P(0))), etc.

Observaciones 2.11 1. AC B+ A e P(B).
2. DeP(A)
3. AeP(A)
4. Ve(xe A {x} CA)
5 AeP({C)ANBeP(C)—ANBeP(O)
6. AcP(C)ANBeP(C)— A~NBeP{).
7. AeP(C)ANBeP(C)— AUBeP(C).

Ejercicio 2.12 Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos. En caso afirmativo dar
una demostracion y en caso negativo un contraejemplo.

1. P(AUB)=7P(A)UP(B)
2. P(ANnB)=P(A)NP(B)
3. P(AN B)=7P(A) \P(B)
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Con las operaciones que hemos introducido podemos efectuar la unién y la interseccién
de cualquier coleccién finita de conjuntos, simplemente hay que repetir el proceso de unir o
intersectar dos cada vez. Pero esto no puede generalizarse al caso de una familia arbitraria de
conjuntos. Necesitamos otras operaciones. Para el caso de la interseccién la correspondiente
operacion se obtiene aplicando el esquema de separacion, pero para la unién necesitamos un
axioma nuevo, una versién definitiva del Axioma de Uniones. Estas operaciones se aplican
a conjuntos cuyos elementos son conjuntos, es decir, a colecciones o familias de conjuntos.
Usaremos para ellas las variables ¢,V . ..

Axioma 2.13 (Axioma de Uniones. Segunda versién) Para cada coleccion de con-
juntos ® existe un conjunto A cuyos elementos son los elementos de los elementos de P,
esto es,

VOIAVz(x € A - Jy(z e y Ay € D)).

Definicién La gran unidn de @, |J P, es el conjunto formado por los elementos de los
elementos de @, es decir,

U@:{x:ﬂy(méy/\yeq))}.
Observaciones 2.14 1. [J0=10
2. U{A,B}=AUB
3. U{A} = A
4 Ul Ad =AU U4,

5. UPA)=A

Proposicion 2.15 Para cada coleccion no vacia de conjuntos ® existe un conjunto A cuyos
elementos son los elementos que pertenecen a todos los elementos de @, esto es,

VO(P # ) — JAVz(z € A & Vy(y € D — x € y))).

Prueba. Sea ® una coleccién no vacia de conjuntos. Esto significa que hay un conjunto B tal
que B € ®. Aplicamos el esquema de separacion al conjunto B y a la propiedad que consiste
en pertenecer a todos los elementos de ®, es decir, a la propiedad Vy(y € & — x € y).
Obtenemos asi un conjunto A cuyos elementos son los elementos de B que tienen esa
propiedad, estoes A={z:2 € BAVy(y € ® — = € y)}. Como

Ve(x € BAVYy(y e ® —zx €y) « Vyly € ® — z € y)),

vemos que de hecho A ={z:Vy(y e & — z € y)}.

Definicién La gran interseccion de una coleccién no vacfa de conjuntos @, (P, es el
conjunto formado por los elementos que pertenecen a todos los elementos de @, es decir,

ﬂ@z{m:Vy(yG@amGy)}.
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La gran interseccién del vacio no estd definida. Nunca hablaremos de ()0 y cuando
usemos la notacién (| ® tendremos que estar seguros de que ® es una coleccién no vacia.
Obsérvese que si uno se empenara en decir que existe el conjunto

ma):{x:Vy(ye(Z]—WCEy)}

caeria en contradicciones pues ese conjunto seria un conjunto universal.

Observaciones 2.16 1. (\{A,B}=ANB

2. N{A}=A
3. MA1,.... A} =AiN-NA,

4 NPA) =0

En relacién con las operaciones de gran unién y gran interseccion se utiliza en ocasiones
la notacién de cuantificacion acotada. La notacién (Ix € y)p abrevia Jz(x € y A p) y la
notacién (Va € y)p abrevia Vz(z € y — ¢). Obsérvese que =(Jx € y)¢ es légicamente
equivalente a (Y € y)—p vy que =(Vz € y)¢ lo es a (Fz € y)—p. Usando la cuantificacién
acotada se pueden expresar la gran unién y la gran interseccién de modo muy breve:

Ue={z:Gye®zecyly (2={z:(Vyecd)zecy}

Para poder enunciar de modo sencillo las generalizaciones de las propiedades béasicas de la
union y la interseccién a estas operaciones de gran unién y gran interseccion, es conveniente
introducir una notacién nueva. Si A es un conjunto y ¢ una coleccién de conjuntos, entonces
mediante {AN X : X € ®} nos referimos al conjunto formado por todos los objetos de la
forma A N X que se pueden obtener utilizando elementos X de ®, es decir,

{ANX:Xed}={B:IX(XeDAB=ANX)}.

Otras notaciones andlogas son {AUX : X € &} y {ANX : X € &}. Ysi &y ¥ son
colecciones de conjuntos, con {X NY : X € ® AY € ¥} denotamos el conjunto formado
por todas las intersecciones que se pueden hacer entre elementos de ® y elementos de V.
Formalmente

(XNY:XEPAY €U} ={Z:3XY(Z=XNYAXEDAY € D)}.

La notacién {X UY : X € ® AY € ¥} se entiende de modo similar. Un problema que se
plantea al usar estas notaciones es que previamente deberia asegurarse que el conjunto en
cuestion existe. Esto puede garantizarse sin dificultades en cada caso concreto, pero no lo va-
mos a ir haciendo. Otra cuestién es que si se usa, por ejemplo, la notacién (J{ANX : X € &}
previamente deberfa saberse que {AN X : X € ®} no es vacio. Eso se cumple cuando ® es
una coleccién no vacia. Tampoco iremos repitiendo este tipo de comentarios continuamente.

Proposicién 2.17 Sean ® y U colecciones de conjuntos y sea A un conjunto. Se supone
ademdas que las colecciones afectadas por la gran interseccion no son vacias.

L (UD)UUD) =U@UT) y (NN (OT)=N@UD).
2. AUUD = U@U{A}) y AN (ND) = N(®U{A}).
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AU(N®)={AUX: X e} yAnUP=U{ANX : X € }.
Ue)n(UP)=U{XNY: X ePAY € U}
N®)UNT)={XUY: X DAY € U}
ANUP=N{AX:Xed}yAdAN®=U{A\X:X €}
U)NA=U{XA4:Xed}y(N®)A={X\A:X € d}.

AN I A B

Observaciones 2.18 Sea U un conjunto y sea ® una coleccion no vacia de subconjuntos
de U. Consideramos complementos respecto a U. Se cumple lo siguiente:

1. U=N{X:Xecd}
2. Ne=U{X:Xcd}
3. Uo=N{X:X e}
/. N®=U{X:Xed}
Ejercicio 2.19 Sea ® una coleccion de conjuntos. Demostrar lo siguiente.

1. U® es el menor conjunto que incluye a todos los elementos de ®, es decir,
a) Para cada A€ P, ACUP
b) SiC es un conjunto tal que para cada A € &, A C C, entonces | JP C C.

2. Supdngase que ® # (). Entonces [P es el mayor conjunto que estd incluido en todos
los elementos de @, es decir,

a) Para cada A€ P, PC A
b) SiC es un conjunto tal que para cada A € ®, C C A, entonces C C [ P.
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Capitulo 3

Relaciones

Definicién Definimos el par ordenado de x e y como el conjunto

(z,y) = {{z} {z, )}

Se dice que z es la primera componente o primera coordenada de (z,y) y que y es la segunda.

Esta definiciéon tiene una cierta dosis de arbitrariedad. De lo que se trata es de encontrar
un conjunto (z, y) asociado a z e y, dados en ese orden, que los represente en esa ordenacion.
No importa qué elementos tenga (z,y), lo Uinico que importa es que verifique la siguiente
condicién

(x,y) =(u,v) s r=uAy=0v
Existen otras soluciones a este problema, es decir, podriamos definir el par ordenado de
otras manera cumpliendo todavia esta ultima condicién. La definiciéon que hemos dado se
debe a Kuratowski y es la habitual. Una alternativa, propuesta por Wiener, consiste en
definir (z,y) como el conjunto {{z},{y,0}}.

Proposicién 3.1 (z,y) = (u,v) cz=uAy=v

Prueba. Es claro que de z = u A y = v ya se sigue que (z,y) = (u, v). Supongamos ahora
que {x,y) = (u,v) y veamos que z = u Ay = v. Tenemos que

{eHz v} = {uHu, v}}

Por las observaciones de 1.13 sabemos que se pueden plantear dos casos

LAz} ={u} Mz, y} = {u, v}
2. Az} =A{w, o} Mz, y} = {u}

Consideremos el caso 1. Como {z} = {u}, ya tenemos que = u. La igualdad {z,y} = {u, v}
implica que aparecen dos nuevos subcasos. El primero de ellos consiste en que z = uAy = v.
En este caso ya obtenemos lo que buscdbamos. El segundo consiste en que x = v A y = .
En esta situacion ¢ = y = u = v y por tanto z = u A y = v. Consideremos ahora el caso 2.
Como {z} = {u,v}, resulta que z = u = v. Y como {z,y} = {u}, resulta que z = y = u.
Por tanto x =y =u =wv y en especial z = u Ay = v.
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Ejercicio 3.2 Mostrar que si se definiera (x,y) = {x,{y}} no se cumpliria la Proposi-
cion 3.1.

Definiciéon El producto cartesiano de los conjuntos A y B, A x B, es el conjunto formado
por todos los pares ordenados cuya primera componente pertenece a A y cuya segunda
componente pertenece a B. Asi pues

AxB={{z,y):x € ANy € B}.

Hay que observar que en la definicion de A x B estamos usando la misma notacién
abreviada que, por ejemplo, en {AN X : X € ®}. Sin usarla tenemos que

AxB={z:3xJy(z={(z,y) Nz € ANy € B)}.
Por tanto, para decidir si un objeto pertenece o no a A x B hay que usar lo siguiente:
Vz(z € AXx B < Jxdy(z = (x,y) Nz € ANy € B)).

Sin embargo si la pregunta es si un par ordenado (x,y) pertenece o no a A X B, entonces
se puede usar el siguiente criterio:

VaVy((z,y) e AX Bz € ANy € B).

Otra cuestion es que, previamente a la definiciéon de A x B, deberiamos haber demostrado
que existe un conjunto C' cuyos elementos son todos los pares ordenados cuya primera
componente es de A y cuya segunda componente es de B, es decir,

VAYB3CVz(z € C — JaTy(z = (z,y) Nz € ANy € B)).

El conjunto C puede obtenerse aplicando el esquema de separacién a la propiedad Jz3y(z =
(x,y) N@ € ANy € B) y al conjunto PP(A U B). En posteriores definiciones no siempre
entraremos en estos detalles.

Observaciones 3.3 1. Ax0=0xA=10

2. AxB=BxA— A=BVA=0VB=1

Ax (BUC)=(AxB)UAXxC)y(AUB)xC=(AxC)U(BxC)
Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)y(ANB)xC=(AxC)Nn(BxC)
AX(BNC)=(AXB)N(AxC)y(ANB)xC=(AxC)~(BxC(C)

ST S ]

ACBANCCD —-AxCCBxD

Ejercicio 3.4 El siguiente enunciado es falso.
AxCCBxD—-ACBACCD.

Mostrar que es falso mediante un contraejemplo y anadir alguna condicion adicional que lo
haga verdadero.

Ejercicio 3.5 Demostrar los siguientes enunciados.
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1. AxJP=U{AXxX:Xed}

2. Si®#0, entonces Ax (@ ={Ax X :X € P}
Definicién Una relacién es un conjunto de pares ordenados. Usamos las variables R, S, T,
con subindices si es preciso, para relaciones. Se dice que R es una relacion en el conjunto

A si R es un conjunto de pares ordenados formados por elementos de A, es decir, si R es
un subconjunto de A x A. Formalmente,

= R es una relacién < Vz(z € R — Judv 2 = (u,v))

s R es una relacion en A — R C A x A.

Obsérvese que si R es una relacién en A, entonces R es una relaciéon. La notacién xRy es
una abreviacién de (z,y) € R. Se lee “x estd relacionado con y mediante R”.

El siguiente enunciado incluye una versién del Axioma de Extensionalidad para las
relaciones.

Proposicién 3.6 1. SiVzy(zRy — xSy) entonces R C S.

2. SiVzy(zRy < xSy), entonces R=S.
Prueba. Basta con mostrar el punto 7, pues el punto 2 se sigue de él. Para ver que
R C S tenemos que mostrar que todos los elementos de R son elementos de S, es decir, que
Vz(z€ R— z € S). Sea z € Ry veamos que z € S. Como R es una relacién y z € R, z es
un par ordenado, es decir, hay x,y tales que z = (x,y). Tenemos entonces que (z,y) € R.

Con la nueva notacién, xRy. Utilizando ahora la hipdtesis, vemos que xSy. Esto significa
que (z,y) € S, es decir, que z € S.

Definicién El dominio de una relacién R es el conjunto dom R formado por las primeras
componentes de los pares de R y el recorrido de R es el conjunto rec R formado por las
segundas componentes de los pares de R. Asi pues

dom R = {z : JyzRy} y rec R = {y: 3zxRy}.

El campo de R es el conjunto campo R formado por las componentes de los pares de R. Por
tanto,
campo R = dom R U rec R.

Para garantizar la existencia de dom R se aplica el Axioma de Separacién a la propiedad
Jy(z,y) € Ry al conjunto |JJ R. Para rec R se usa la propiedad Jy(y,z) € R y el mismo
conjunto.

Observaciones 3.7 1. R es una relacion si y solo si existen A y B tales que R C AX B.
2. Si R es una relacidn, entonces existe un conjunto A tal que R es una relacion en A.

3. Para cada relacion R, R es una relacion en A si y sélo si campo (R) C A.
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0 es una relacion en A.
A x A es una relacion en A.

Si R es una relacion en A, entonces ) C R C A x A.

NS =

Si R, S son relaciones en A, entonces también RUS, RNS y R~ S son relaciones
en A.

Hasta el momento las operaciones que realizamos con las relaciones provienen del dlgebra
booleana de conjuntos. Pero hay otras operaciones que no tiene sentido aplicar a conjuntos
cualesquiera pero si a relaciones. Las introducimos a continuacion.

Definiciéon La relacién de identidad en un conjunto A es la relacién
Ipn={{z,x): 2z € A}
También puede definirse como
In={(z,y):x € ANz =y}

Obviamente se trata de una relacién en A. La inversa de una relacién R es la relacién R
obtenida cambiando el orden de las componentes de los pares de R, esto es,

%

R={{z,y): {y,x) € R}.

También es una relacion en A si R lo es. La composicion de las relaciones R y S es la
relacién

R|S={{z,2): Iy((z,y) € RA(y,2) € 5)}.
Si Ry S son relaciones en A también R | S lo es.
Lema 3.8 Las siguientes condiciones son equivalentes para la relacion R:
1. Vay(zRy — xz =y).

R = Icampo(R)-
Hay un conjunto A tal que R =14.

o

Hay un conjunto A tal que R C I4.

Prueba. Comenzamos mostrando que I implica 2. Supongamos que se da 1. Mostramos
primero que R C I.ampo (r)- Supongamos para ello que xRy. Por nuestra hipdtesis tenemos
que x = y. Pero por otro lado es claro que 2 € campo (R) Ay € campo (R). Por tanto
(z,9) € Icampo (r)- Queda por justificar que leampo (r) € R. Sea (2,y) € Icampo (r) ¥ Veamos
que (z,y) € R. Como (2,y) € Icampo (r), resulta que x = y Az € campo (R). Entonces hay
un z tal que xRz o hay un z tal que zRx. En cualquiera de los dos casos se obtiene de 1
que x = z. Entonces tenemos que ¢ =y = z y que (z, z) € R, de manera que (z,y) € R.

Establecido esta implicacién observamos a continuacién que es obvio que de 2 se sigue
8 y que de 3 se sigue 4. Por tanto todo lo que nos queda es mostrar que 4 implica 1.
Pero esto es sencillo, pues si xRy entonces, por 2, xl4y para un cierto conjunto A y, por
consiguiente, r = y.
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Observaciones 3.9 1. (=0, (Ax BY=(Bx A) y I, =1,.

R=R

(RNSy=RNS, (RUSY=RUS y (R~ Sy=R~\S.
RI(SIT)=(R[S)|T

(R|SY=S|R

Si R es una relacion en A, entonces R | I =14 | R = R.

RIO=0]|R=0.

N e

Ejercicio 3.10 Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos. En caso afirmativo dar
una demostracion y en caso negativo un contraejemplo.

1. (RUS)|T=(R|T)U(S|T)
2. (RNS)|T=(R|T)N(S|T)
3. (R~S)|T=(R|T)~(S|T)

Observaciones 3.11 1. dom{) = () = rec.

2. domlIy =A=recly.

domAXB=AsiB#0 yrecAx B=DB si A#.
dom R = rec R Y rec R = dom R.

dom (R |S) CdomR yrec(R|S)CrecS.
Sirec R C dom S, entonces dom (R | S) = dom R.

S N

Sidom S C rec R, entonces rec (R | S) =recR.

Ejercicio 3.12 Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos. En caso afirmativo dar
una demostracion y en caso negativo un contraejemplo.

1. Sidom(R|S)=domR, entonces rec R C dom S.

2. Sirec(R|S)=recS, entonces dom S C rec R.

Ejercicio 3.13 Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos. En caso afirmativo dar
una demostracion y en caso negativo un contraejemplo.

1. dom(RUS)=domRUdomS
2. dom(RNS)=domRNdomS
3. dom (R~ S)=domR~ domS

En la dltima parte de este capitulo se introducen y discuten las propiedades de las
relaciones que se necesitan posteriormente para estudiar las relaciones de equivalencia y de
orden.
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Definicién Decimos que la relacion R es reflexiva en el conjunto A si para cada x €
A, xRz y que R es reflexiva si R es reflexiva en su campo. Decimos que R es irreflexiva si
no hay ningun z tal que zRz.

Observaciones 3.14 1. Cualquier relacién es reflexiva en ().
2. Si R es reflexiva en A y B C A, entonces R también es reflexiva en B.
3. 0 es reflexiva en A si y sélo si A= 0.

4. La unica relacion que es al tiempo reflexiva e irreflexiva es (), pero hay relaciones que
no son ni reflexivas ni irreflexivas.

5. R es reflexiva en A si y solo si I4 C R.

6. R es irreflexiva si y s6lo si loampo(r) N R = 0.

Definicién Decimos que la relacién R es simétrica si
Vay(zRy — yRz),

decimos que es asimétrica si
Vay(zRy — —yRx),

es decir, si no existen z,y tales que xRy A yRx. Por ultimo, decimos que R es antisimétrica
si
Vazy(xRy A yRx — x = y),

es decir, si no hay x,y distintos y tales que xRy A yRx.

Observaciones 3.15 1. R es simétrica si y solo si R C R si y solo si R = R.
2. R es asimétrica si y solo si RN R=0.

R es antisimétrica si y solo si RN RC Lcampo (R)-

R es asimétrica si y solo si R es antisimétrica e irreflexiva.

R es simétrica y asimétrica si y sélo si R = 0.

S v

R es simétrica y antisimétrica si y sélo si hay un conjunto A tal que R = 14.

Prueba. 1. Sea R simétrica y veamos que R C R. Para ello supongamos que xRy. Como
R es simétrica, tenemos que yRx. Pero esto significa que xéy Esto establece la inclusion.
Ahora vemos que de la inclusién se sigue ya la igualdad. Para ello falta demostrar que
RCR. Supongamos que ny Entonces yRx y, como R C R también ny Por definicién
de R concluimos que zRy. Finalmente mostramos que R C R implica que R es simétrica.
Supongamos que zRy y veamos que yRz. Como R C R tenemos que acRy y entonces, por
definicién de R se concluye que yRx.

2. Que R sea asimétrica significa que no hay z,y tales que xRy AyRx. Pero la condicién
Ry AyRx es equivalente a (az y) € RN R. Por tanto la asimetria de R significa que no hay
x,y tales que (z,y) € RN R, es decir, a que RN R = 0.
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8. Que R sea antisimétrica quiere decir que para cada x,y, si tRy AyRz, entonces z = y.
Como se acaba de indicar, esto se puede reformular diciendo que para cada x,y, si (z,y) €
RN R, entonces = = y. Pero si x, y cumplen el antecedente de este condicional, entonces son
elementos del campo de R y por ello la condicién x = y es equivalente a (2,y) € Icampo (R)-
Uniendo todo esto, la antisimetria de R significa que para cada x,y, si (z,y) € RN R,
entonces (,y) € Icampo (R), 10 cual simplemente quiere decir que RN RC Tcampo (R)-

4. Supongamos que R es asimétrica. Esto significa que no hay z,y tales que xRy AyRz.
En particular no hay x,y tales que xRy A yRx A x # y, de manera que R es antisimétrica.
Pero ademés R debe ser irreflexiva, pues en caso contrario existiria un z tal que xRz,
pero entonces tomando y = z resulta que xRy A yRx. Mostramos a continuacién que las
relaciones que son antisimétricas e irreflexivas deben ser asimétricas. Sea R antisimétrica e
irreflexiva y supongamos que R no es asimétrica. Esto significa que existen z,y tales que
xRy ANyRx. Si x = y se tiene xRz, lo cual contradice a la irreflexividad. Y si z # y se tiene
xRy ANyRx A x # y, lo cual contradice a la antisimetria.

5. Es facil comprobar que la relacién vacia es tanto simétrica como asimétrica. Vamos a
mostrar que ninguna relacién distinta del vacio puede tener estas dos propiedades. Para ello
supongamos lo contrario, es decir, que hay una relacién R simétrica y asimétrica en la que
hay al menos un par (z,y). Por simetria deber ser entonces (y,x) € R, pero por asimetria
eso es imposible.

6. Se comprueba sin dificultades que I4 es siempre simétrica y antisimétrica. Suponga-
mos ahora que R es una relaciéon simétrica y antisimétrica y veamos que R es la identidad
en un conjunto. De acuerdo con el Lema 3.8, basta mostrar que Vzy(zRy — = = y). Su-
pongamos que zRy. Por simetria, yRx y por antisimetria, x = y.

Ejercicio 3.16 Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos. En caso afirmativo dar
una demostracion y en caso negativo un contraejemplo.

1. Si Ry S son simétricas, entonces RN S es simétrica. Lo mismo para RUS, R\ S y
R|S.

2. Si Ry S son asimétricas, entonces RN S es asimétrica. Lo mismo para RUS, R~ S
yR|S.

3. Si R y S son antisimétricas, entonces RN S es antisimétrica. Lo mismo para RU S,
R~SyR|S.

Definicién Decimos que la relaciéon R es transitiva si

Vayz(zRy A yRz — zRz).

Observaciones 3.17 1. R es transitiva si y sdlo si R | R C R.
2. 0,14y Ax A son relaciones transitivas.
3. Si R es transitiva e irrefleziva, entonces R es asimétrica.

4. Si R es transitiva y simétrica, entonces R es reflexiva.
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Prueba. 1. Supongamos que R es transitiva y que (R | R)y y veamos que xzRy. Por
definicién de composicién existe un z tal que xRz A zRy. Entonces por transitividad zRy.
Para demostrar la otra direccién, supongamos ahora que R | R C Ry supongamos también
que xRy A yRz. Queremos mostrar que xRz. Por definicién de composicién z(R | R)z.
Entonces la hipétesis R | R C R nos da el resultado zRz.

2. Si 0 no fuera una relacién transitiva existirfan x,y, z tales que (z,y) € D A (y,z) €
OA(z, z) & D, pero esto es imposible porque @ no tiene elementos. Respecto a I 4, supongamos
que xlay A ylaz. Entonces z,y, z son elementos de Ay z =y Ay =z Portantoz =z y
asi zI 4z. Finalmente, para el caso A x A, supongamos que (A x A)yAy(A x A)z. Entonces
x,y, z son elementos de A y por tanto z(A x A)z.

8. Supongamos que R es transitiva e irreflexiva y veamos que es asimétrica. Haciendo
una prueba indirecta, supongamos lo contrario, es decir, supongamos que hay x,y tales que
zRyAyRxz. Como R es transitiva, vemos que zRx. Pero esto no es posible si R es irreflexiva.

4. Supongamos que R es transitiva y simétrica. Para establecer que R es reflexiva, consi-
deremos un elemento arbitrario 2 del campo de R y veamos que zRx. Como x € campo (R),
existe un y tal que xRy o existe un y tal que yRx. Como R es simétrica, de hecho hay un
y tal que xRy A yRz. Por transitividad tenemos entonces que zRzx.

Ejercicio 3.18 Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos. En caso afirmativo dar
una demostracion y en caso negativo un contraejemplo.

1. Si R y S son transitivas, entonces RN S es transitiva. Lo mismo para RUS, R~ S

yR|S.
2. Si R es transitiva y S C R, entonces S es transitiva.

3. Si Ry S son relaciones transitivas y rec RN dom S = recS Ndom R = (), entonces
RU S es transitiva.
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Capitulo 4

Equivalencia y Orden

Definiciéon Se dice que R es una relacion de equivalencia en A si R es una relacién en A
que es reflexiva en A, simétrica y transitiva. Usamos las letras E, F' para relaciones de equi-
valencia. Las relaciones de equivalencia son relaciones de igualdad abstracta. Ello significa
que generalizan los rasgos fundamentales de la relacion de igualdad.

Observaciones 4.1 1. 14 es una relacion de equivalencia en A.
2. A X A es una relacidon de equivalencia en A.

3. Si E y F son relaciones de equivalencia en A, entonces E N F es una relacion de
equivalencia en A.

4. Madas generalmente, si ® es una coleccion no vacia formada por relaciones de equi-
valencia en el conjunto A, entonces también (P es una relacion de equivalencia en

A.

Definicién Sea E una relacién de equivalencia en A. Si a € A, definimos la clase de
equivalencia de a en E como el conjunto

[a|g = {x : aEx}.

Llamamos conjunto cociente de A en E al conjunto A/E formado por todas las clases de
equivalencia de los elementos de A, esto es,

AJE ={[a]g : a € A}.

En ocasiones se usa la notacién a/F para la clase de equivalencia de a en E.

Observaciones 4.2 Sea E una relacion de equivalencia en A y a,b € A.

2. a€ldg

3. alg ={z:xFa}
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4. aFEb siy sdlo si|alg = [bg
5. aEb siy sdlo si[alg N[blg #0

Prueba. El punto I se sigue del hecho de que F es una relacién en A, el punto 2 de la
reflexividad de E y el punto 8 de la simetria de E. Mostramos 4. Sea aEb y veamos primero
que [a]g C [b]g. Para ello supongamos que = € [a|g. Entonces xEa. Por transitividad, x Eb
y por ello z € [b]g. Usando la simetria se ve que la prueba de [b]g C [a]g es similar. Queda
con ello establecido que [a]lg = [b]g con la hipdtesis de que aEb. Veamos ahora la otra
direccién de 4. Como a € [a]g, de la igualdad [a]g = [b]r se sigue que a € [b]g y por ello
que aFEb. Finalizamos mostrando 5. Supongamos primero que aFb. Entonces, como ya se
ha mostrado, [a]g = [b]g, y como a € [a]g, concluimos que [a]g N [b]g # 0. A la inversa,
supongamos ahora que [a]|gN[b]g # 0 y veamos que aEb. De la hipdtesis se obtiene que hay
un ¢ tal que ¢ € [a]g N [b]g, con lo cual cEa A cEb. Por simetria y transitividad se concluye
entonces que aFEb.

Definiciéon II es una particién del conjunto A si II es una coleccién de subconjuntos no
vacios de A que son disjuntos dos a dos y todo elemento de A pertenece a algin elemento
de II, es decir,

. VX(X eIl - X C A)

2. D¢l

3. VXY(XeIANY eIAX#AY - XNY =0)
4. Un=4

Las particiones de un conjunto y las relaciones de equivalencia en él son las dos caras
de la misma moneda. Toda particién genera una relacion de equivalencia y la particion se
recupera como el conjunto cociente de la relacién de equivalencia. Esto se expone en el
siguiente resultado.

Proposicion 4.3 II es una particion de A si y sélo si existe una relacion de equivalencia
E en A tal que l1=A/E.

Prueba. Sea II una particién de A. Definimos F como la relacién en la que estdn dos
objetos x,y cuando existe algin elemento X € Il tal que x € X y y € X, esto es,

E={zy):3X(Xellhnze X Aye X)}.
Verificamos que F es una relacién de equivalencia en A y que el conjunto cociente es II:

1. F es una relacién en A. F es un conjunto de pares ordenados y si (z,y) € E, entonces
hay un X €11 tal que z € X Ay € X. Como II es una particién de A, X debe ser un
subconjunto de A, con lo cual x € A Ay € A. En definitiva, £ C A x A.

2. FE esreflexiva en A. Sea z € Ay veamos que zEx. Como JII=Ayx € A, x € T,
con lo cual hay un X tal que X € Il y x € X. Por definicién de E eso implica que
(z,z) € E, esto es zEx.
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3. F essimétrica. Esto es obvio, pues de la condiciéon x € X Ay € X se sigue la condicién
ye X Nx e X.

4. F es transitiva. Supongamos que zEy A yEz y veamos que xEz. Como xFEy, existe
un X € Il tal que ¢ € X Ay € X. Del mismo modo, como yEz, hay un Y € II tal que
y€Y Az €Y. Entonces X e Y son dos elementos de la particién Iy X NY # 0. De
la definicién de particién se obtiene entonces que X = Y. Entonces x € X Az € X
con lo cual xFz.

5. E es una relacién de equivalencia en A. Se sigue de los puntos anteriores.

6. Si X ellyz € X, entonces [z]g = X. Supongamos que X € IT 'y que z € X. Si
y € X entonces zEy y por ello y € [z]g. Por tanto es claro que X C [z]g. Mostramos
a continuacién que [z]g C X. Sea y € [z]g. Entonces yEx, de manera que hay un Y
talque Y e IAy € Y Az €Y. En ese caso X e Y son elementos de la particiéon y
XNY #0, porlo cual X =Y. Como y €Y, se concluye que y € X.

7. Paracada z € A, [z]g € II. Sea € A. Por definicién de particién A = [JII y existe
entonces un X € II tal que € X. Por el punto anterior se tiene que [z]p = X, de
modo que [z]g € II.

8. A/E =TI. Del punto anterior se sigue inmediatamente que A/E C II. Establecemos
ahora que I1 C A/E. Sea X € II. Por definicién de particién, X # (), por lo cual hay
un z tal que € X. Por el punto 6 vemos entonces que X = [z]g. Como [z]g € A/E,
se concluye que X € A/E.

Esto finaliza la mitad de la demostraciéon. Ahora queda establecer que si E es una relacion
de equivalencia en A entonces el conjunto cociente A/E es una particién de A. Los elemen-
tos de A/E son las clases de equivalencia de E. Usando las observaciones 4.2 vemos que
todo elemento de A/FE es un subconjunto de A, que ningin elemento de E/A es vacio y que
elementos distintos de A/E deben ser disjuntos. Para mostrar que A/E es una particién de
A sélo falta justificar que | J(A/E) = A. Como A/FE es una coleccién de subconjuntos de
A ya sabemos que | J(A/E) C A. Finalizamos la prueba mostrando que A C |J(A/E). Sea
x € A. Entonces z € [z]g y [z]g € A/E. Por tanto, z € |J(A/E).

El siguiente tipo de relaciones que estudiamos son las relaciones de orden. Por un lado
hay relaciones de orden estricto y relaciones de orden reflexivo. La diferencia es mas de
forma de presentacién que de fondo. Una misma ordenacién de objetos puede expresarse
tanto en forma de orden reflexivo como en forma de orden estricto. En el caso reflexivo se
expresa la idea de “ser menor o igual que”’mientras que en el caso estricto se expresa la
idea de ser simplemente “menor que”. Posteriormente distinguiremos entre relaciones de
orden total y orden no total. Esta distincién afecta al fondo de la cuestién. En el caso del
orden total la ordenacién se puede representar en forma lineal mientras que en los érdenes
no totales siempre hay ramificaciones.

Definicién Decimos que R es una relacion de orden (parcial) reflexivo en A si R es una
relacion en A que es reflexiva en A, antisimétrica y transitiva. Decimos que R es una rela-
cion de orden (parcial) estricto en A si R es una relacion en A que es irreflexiva y transitiva
(y, por tanto, también asimétrica).
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Observaciones 4.4 1. () es una relacion de orden estricto en A y I es una relacion
de orden reflexivo en A.

St R y S son drdenes estrictos en A, entonces RN S es un orden estricto en A.
St R y S son ordenes reflexivos en A, entonces RN S es un orden reflexivo en A.
La relacion {{X,Y): X CY AY C A} es una relacion de orden reflexivo en P(A).

Si R es un orden estricto en A, también R lo es.

S &t o

St R es un orden reflexivo en A, también R lo es.

Proposicién 4.5 1. Si R una relacion de orden reflexivo en A, entonces R\ 14 es una
relacion de orden estricto en A. Se llama el orden estricto asociado a R.

2. 81 S una relacion de orden estricto en A, entonces S U 5 es una relacion de orden
reflexivo en A. Se llama el orden reflexivo asociado a S.

3. Sea R un orden reflexivo en A. El orden reflexivo asociado al orden estricto asociado
a R es de nuevo R.

4. Sea S un orden estricto en A. El orden estricto asociado al orden reflexivo asociado
a S es de nuevo S.

5. Sea R un orden reflexivo en A y sea S su orden estricto asociado. Entonces

a) Vay(xSy — xRy Az #y)
b) Vay(zRy < xSyV (r € ANz =y)).

Prueba. 1. Supongamos que R es un orden reflexivo en A y sea S = R~ I4. Obviamente S
es una relacién en A. Como campo (S) € Ay SNI4 = (), sabemos que SN Ioampo (5) = 0, es
decir, S es irreflexiva. Falta s6lo mostrar que S es transitiva. Supongamos que xSy A ySz.
Entonces x # yAzRy Ay # z AyRz. Como R es transitiva, zRz. Si fuera x = z tendriamos
que zRy AyRz y por la antisimetria de R, z = y. Pero z # y, de manera que debe ser x # z
y por tanto zSz.

2. Supongamos que S es un orden estricto en Ay sea R =SUI4. Como R es unién de
dos relaciones en A, es también una relacién en A. Como I, C R, R es reflexiva en A. Para
mostrar que R es antisimétrica, supongamos que xRy A yRx y veamos que = = y. Si x # v,
por definicién de R debe ser xSyAySz. Pero esto contradice a la asimetria de S. Finalmente,
mostramos que R es transitiva. Supongamos que xRy A yRz. Queremos mostrar que xRz.
Por definicién de R puede ser que Sy o que x = y. Del mismo modo, ySz o bien y = z. En
total surgen asi cuatro posibilidades. La primera es que xSy A ySz. Por transitividad de S
se tiene entonces que xSz y por ello que xRz. La segunda posibilidad es que xSy Ay = z.
Eso significa que Sz y por tanto tenemos xRz. La tercera posibilidad es similar. Consiste
en que x = y A ySz. Se tiene entonces que xSz y con ello que xRz. La ltima posibilidad
esque x =y Ay = z. En ese caso £ = z y como = € A tenemos que xl,z y concluimos
también en este caso que zRz.

8. Sea R un orden reflexivo en A, sea S = R~\1I4 yseaT = SUI4. Como I4 C R, quitar
y luego anadir I4 a R da como resultado de nuevo R, esto es, T' = R. Esto dltimo se verifica
facilmente usando las propiedades elementales de la unién y la diferencia de conjuntos.
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4. Sea S un orden estricto en A, sea R=SUI4 yT =5~ I4. En este caso S es una
relacién disjunta de T4 a la que se anade y luego se quita I4. Entonces T'= (SUI4)\I4 =
(S\IA)U(IA\IA):SU(D:S.

Por ultimo, el punto 5 se sigue de las definiciones respectivas sin mayores dificultades.

Definicién R es un orden total reflexivo en A si R es un orden parcial reflexivo en A que
verifica la condicién Vay(zr € ANy € A — xRy V yRx). R es un orden total estricto en
A si R es un orden parcial estricto en A que verifica la condicién Vay(x € AAy € A —
2Ry V yRx V z =y).

Proposicion 4.6 1. Sea R un orden reflexivo en A y S su orden estricto asociado.
Entonces R es un orden total en A si y sélo si S es un orden total en A.

2. Sea R un orden reflexivo en A. Entonces R es total si y sélo si R es total.

3. Sea S un orden estricto en A. Entonces S es total si y sélo si S es total.

Prueba. 1. Supongamos que R es total y veamos que también es total S. Sean x, y elementos
de A. Como R es un orden reflexivo total, tenemos que xRy V yRx. Pero xRy equivale
a sSy Vx = y y, similarmente, yRx equivale a ySx V y = z. Tenemos por tanto que
xSyVax = yVySzVy = z, es decir, xSy Vz = y V ySx. Ahora mostramos la otra
direccién. Supongamos que S es un orden estricto total y veamos que R es reflexivo total.
Sean x,y elementos de A. Entonces zSy V x = y V ySx. Esto puede reformularse como
zSyVe=yVySxVy=zxy por tanto como xRy V yRx.

2. Sea R un orden reflexivo. Que R sea total significa que Vuxy(x € ANy e A —
(zRyVyRx)). Obviamente esto equivale a Vzy(x € ANy € A — (yRzVxRy)), que expresa
que R sea total. De modo similar se muestra el punto 3.

Ejercicio 4.7 Decidir si el siguiente enunciado es verdadero. En caso afirmativo dar una
demostracion y en caso negativo un contraejemplo.

Si R y S son ordenes totales estrictos, entonces RN S es un orden total estricto.

Es costumbre emplear la notaciéon < para referirse a un orden reflexivo. Si se quiere
hablar de varios puede usarse <’ o <;, <»,.... Para el orden estricto asociado se usa <. El
orden inverso de < es > y el orden inverso de < es >. Obsérvese que > es el orden estricto
asociado al orden reflexivo >. Si son 6rdenes en el conjunto A, sus relaciones para x,y € A
se resumen en los siguientes puntos:

s r<y—zz<yAxFy
rr>yecoysa
s r>y—y<a
s x>y >y Fy

s x<y—z<yVe=y
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nrz>y—=y<cz

x>y >yVe=y.

Definicién Sea < un orden estricto en el conjunto A y sea X C A. Decimos que a es un
minimo de X o un menor elemento de X sia € X y Va(z € X — a < z). Decimos que a
es un mdzimo de X o un mayor elemento de X sia € X yVa(x € X — a > x).

Lema 4.8 Sea < un orden estricto en el conjunto A y sea X C A. Si a y b son minimos
de X, entonces a =b. Y si a y b son mdxrimos de X, entonces a = b.

Prueba. Sean a y b minimos de X. Entonces a € X AVz(x € X — a < z). En particular
a < b pues b € X. Pero por ser b minimo Vz(x € X — b < x) y como a € X se concluye
que b < a. De a < bAb< ase sigue entonces por anstisimetria que a = b.

De acuerdo con lo anterior, un conjunto tiene a lo sumo un maximo y a lo sumo un
minimo en un orden dado. Pero puede que no tenga ni méximo ni minimo. Si X tiene
maximo se puede hablar de el mdzimo de X. Y si tiene minimo se puede hablar de el
minimo de X. Un tipo de 6rdenes muy importantes en la Teorfa de Conjuntos son aquellos
en los que todos los conjuntos no vacios tienen siempre minimo (aunque no necesariamente
méximo). Se trata de los buenos érdenes. Los introducimos a continuacién.

Definicién Sea < un buen orden de A. Decimos que < es un buen orden de A si todo
subconjunto no vacio de A tiene un menor elemento en el orden <.

Observacion 4.9 Todo buen orden es un orden total.

Prueba. Sea < un orden estricto en A y sean a,b € A. Debemos mostrar que a < bVb < a.
Sea X = {a,b}. X es un subconjunto no vacio de A y por tanto tiene un menor elemento
ce€ X.Debeser c=aVc=0>. En el caso ¢c = a tenemos a < by en el caso ¢ = b tenemos
b<a.

Ejemplos de buenos d6rdenes son los érdenes totales finitos. También el orden usual de
los niimeros naturales es un buen orden. Sin embargo el orden de los enteros no lo es. Los
buenos 6rdenes generalizan en cierto sentido el orden de los niimeros naturales. Los ntimeros
naturales se van obteniendo a partir del niimero cero contandolos, es decir obteniendo uno
tras otro todos los nimeros naturales con la simple aplicacién del proceso de formar el
siguiente a un numero ya obtenido. Este proceso de contar puede generalizarse iterandolo
en el infinito si se permite formar el siguiente a una coleccion de nimeros ya formada.
Asi surgen los nimeros ordinales.

La cuestién de si los elementos de cualquier conjunto pueden contarse de esta manera
es la cuestion de si todo conjunto puede ordenarse mediante un buen orden. El Principio
del Buen Orden es el enunciado que afirma que todo conjunto posee un buen orden, es
decir, que para cada conjunto A existe una relaciéon < que es un buen orden de A. Este
principio no puede demostrarse ni refutarse a no ser que la Teoria de Conjuntos resulte ser
contradictoria, en cuyo caso todo lo demuestra y todo lo refuta. Usualmente se anade a la
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lista de axiomas de ZF obteniendo con él el sistema axiomatico ZFC. Pero también tiene
mucho interés la cuestién de qué resultados pueden establecerse en ZF sin necesidad de usar
este principio.

Definicién Sea < un orden parcial estricto en el conjunto A y sea X un subconjunto de
A. Se dice que a es un elemento minimal de X si es un elemento de X y no hay ningtn
elemento de X menor que él, es decir, si a € X A =Jz(x € X Ax < a). Similarmente se dice
que a es un elemento maximal de X si es un elemento de X y no hay ningin elemento de
X mayor que él, es decir, sia € X A =Jz(z € X Az > a).

A diferencia de lo que ocurre con maximos y minimos, un conjunto puede tener varios
elementos maximales y varios minimales. También puede ser que no tenga ninguno. La
importancia de los maximales y minimales surge cuando los érdenes no son totales pues en
el caso de los 6rdenes totales son lo mismo que maximos y minimos.

Observaciones 4.10 Sea < un orden estricto del conjunto A y sea X C A.

1. Sia es un mdzimo de X, a es un elemento mazrimal de X. Si a es un minimo de X
entonces a es un elemento minimal de X.

2. Si < es un orden total, entonces los elementos maximales de X son mdzrimos de X y
los elementos minimales de X son minimos de X.

Ejercicio 4.11 Sea < un orden estricto de A y sea X C A. El orden inverso es entonces
>.

1. a es un mdzimo de X en < si y solo si a es un minimo de X en >.

2. a es un mazimal de X en < si y solo st a es un minimal de X en >.

Definiciéon Sea < un orden estricto de Ay sea X C A. Decimos que a es una cota superior
de X sia es un elemento de A que es mayor o igual que todos los elementos de X, esto es,
a € ANVz(z € X — x < a). Se dice que a es una cota superior estricta de X si a es un ele-
mento de A que es mayor que todos los elementos de X, esto es, a € AAVz(z € X — z < a).
Las cotas inferiores y las cotas inferiores estrictas se definen de modo parecido. Se dice que
a es una cota inferior de X si a es un elemento de A que es menor o igual que todos los
elementos de X, es decir, a € AAVz(zx € X — a < z). Finalmente, a es una cota inferior
estricta de X si a es un elemento de A que es menor que todos los elementos de X, esto es,
ac€ ANVr(z € X — a <x).

Observaciones 4.12 Sea < un orden estricto del conjunto A y sea X C A.

1. a es una cota superior estricta de X si y solo si a es una cota superior de X ya ¢ X.
Similarmente, a es una cota inferior estricta de X si y solo si a es una cota inferior
de X yad X.

2. a es una cota superior de X en < si y solo si a es una cota inferior de X en el orden
inverso >. Lo mismo ocurre con las cotas estrictas.
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3. Sia es un mazrimo de X, a es una cota superior de X. Y si a es un minimo de X, a
es una cota inferior de X .

4. Sia es una cota superior de X y a € X, entonces a es un mdzimo de X. Y si a es
una cota inferior de X y a € X, entonces a es un minimo de X.

Un conjunto X puede tener varias cotas superiores e inferiores, incluso en un orden total.
También puede que no tenga ninguna. En ocasiones existe una menor cota superior. Se llama
supremo. Y si hay una menor cota inferior se llama infimo. Lo definimos a continuacion.

Definiciéon Sea < un orden estricto del conjunto A y sea X C A. Si el conjunto formado
por las cotas superiores de X tiene un menor elemento, lo llamamos supremo de X. Se
designa con sup X. Y si el conjunto de las cotas inferiores de X tiene un mayor elemento,
se le llama infimo de X y se designa con inf X.

Observaciones 4.13 Sea < un orden estricto del conjunto A y sea X C A.

1. a es supremo de X en < si y sdlo si a es infimo de X en el orden inverso >.

2. Si X tiene un mdzximo, el mdzimo de X es supremo de X. Si X tiene un minimo, el
minimo de X es infimo de X.

3. Si X tiene supremo pero no tiene mdzimo, el supremo de X es una cota superior
estricta de X. Si X tiene infimo pero no tiene minimo, el infimo de X es una cota
inferior estricta de X.

4. Si X tiene supremo y sup X € X, entonces sup X es el mdzimo de X. Si X tiene
infimo yinf X € X, entonces inf X es el minimo de X .

Ejercicio 4.14 Sea A un conjunto arbitrario. Consideramos el orden de la inclusion entre
subconjuntos de A.

1. Si X,Y son subconjuntos de A, X UY es el supremo de {X, Y} y X NY es su infimo.

2. Si® es una coleccion de subconjuntos de X, |J® es el supremo de ®. Y si @ # (), NP
es su infimo.

Definiciéon Sea < un orden estricto del conjunto A y sea X C A. Se dice que X es una
cadena (respecto al orden <) si los elementos de X estdn totalmente ordenados por <, es
decir, si para cualesquiera x,y elementos de X, v < yVy < x. Esto no significa que <
tenga que ser un orden total de A. Pero si lo es, todo subconjunto de A es una cadena.

El Lema de Zorn es el siguiente enunciado: si < es un orden estricto del conjunto A
en el que toda cadena tiene una cota superior, entonces A tiene un elemento maximal. El
Lema de Zorn tiene el mismo estatus que el Principio del Buen Orden. De hecho se puede
demostrar en ZF uno a partir del otro. Por tanto es un lema en ZFC pero no en ZF (si ZF

33



no es contradictoria). Es un principio que se utiliza a menudo en Légica.

Finalizamos este capitulo enunciando sin demostracién una serie de hechos importantes
que tratan de las ordenaciones habituales de los niimeros naturales, enteros, racionales y
reales.

Se dice que un orden total es denso si entre cualesquiera dos elementos siempre hay
otro. Es decir, el orden total < en el conjunto A es un orden denso si

Vey(z <y — 3z(z < 2z Az < y)).

El orden de los nimeros racionales es un orden denso pero también es denso el de los niimeros
reales. Por el contrario, no son densos ni el orden de los niimeros naturales ni el orden de
los niimeros enteros. De hecho, el orden de los niimeros racionales queda caracterizado por
los siguientes puntos:

1. Es un orden total denso.
2. No tiene ni mayor ni menor elemento.

3. El conjunto en el que se define el orden tiene el mismo tamano que el conjunto de los
nimeros naturales.

Técnicamente este tipo de caracterizaciones se denominan caracterizaciones salvo iso-
morfia, pero la nocién de isomorfismo no ha sido introducida todavia. Para caracterizar de
modo similar el orden de los ntimeros reales, necesitamos la nocién de que un conjunto sea
denso en otro (respecto a un orden). Sea < un orden total de A y sea X C A. Se dice que
X es denso en A si entre cada dos elementos de A hay un elemento de X, esto es,

Vey(z <y —Jz(ze X Ax<zAz<y)).

Entonces el orden total < de A es denso precisamente cuando A es un subconjunto de A
que es denso en A. El orden de los niimeros reales se caracteriza por lo siguiente:

1. Es un orden total que posee un subconjunto denso del tamano del conjunto de los
nimeros naturales.

2. No tiene ni mayor ni menor elemento.

3. Todo conjunto con cota superior tiene supremo.

Los érdenes de los nimeros naturales y de los niimeros enteros pueden caracterizarse de
diversas maneras. Es mejor introducir algo méas de terminologia primero. Sea < un orden
estricto en A y sea a € A. Los predecesores de a en < son los elementos menores que a y
los sucesores son los elementos mayores que a. Se dice que b es sucesor inmediato de a si es
un sucesor de b y no hay nadie entre ellos, esto es, si

a<bA-Jz(a<zxAz<b).

Esta situacion también se describe diciendo que a es un predecesor inmediato de b. En un
orden denso ninguin elemento puede tener sucesores inmediatos ni predecesores inmediatos.
La situacién completamente opuesta es la de un orden discreto. Un orden discreto es un
orden total en el que todo elemento con sucesores tiene un sucesor inmediato y todo elemento
con predecesores tiene un predecesor inmediato.
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Los érdenes finitos son siempre discretos. El orden de los niimeros naturales es el tinico
buen orden discreto infinito. El orden de los enteros es discreto y es, en un cierto sentido,
el menor orden discreto infinito que no tiene ni mayor ni menor elemento.

Sea < un orden total del conjunto A. Un segmento inicial de < es un subconjunto X de
A con la propiedad de contener a los elementos que son menores que algin elemento de X,
es decir, con la propiedad de que

Vey(z e X Ny <z —y € X).

Por ejemplo A mismo es un segmento inicial. Pero también el conjunto de predecesores de
un elemento de A es un segmento inicial. Se dice que un segmento inicial es propio si no es
precisamente todo el conjunto A. Un intervalo de A es un subconjunto de A formado por los
objetos comprendidos entre dos elementos de A. Puede ser de alguna de las cuatro formas
siguientes: {z:a <zAz <b}, {r:a<zAz <b},{r:a<zAz<blo{r:a<zAxz<b}
donde en todos los casos a, b son elementos de A.

El orden de los niimeros naturales puede entonces caracterizarse como el 1inico orden
total infinito en el que todo segmento inicial propio es finito. Por su parte, el orden de los
enteros es el Unico orden infinito sin mayor ni menor elemento en el que todo intervalo es
finito.
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Capitulo 5

Funciones

Las funciones son procedimientos o reglas para asignar elementos de un conjunto a
elementos de un conjunto. Pueden representarse como cierto tipo de relaciones y esto es lo
que habitualmente se hace.

Definicién Una relacién R es una funcion si R es univoca en el siguiente sentido:
Vayz(zRy NxRz — y = 2).

Usamos las letras f, g, h, ... como variables de funciones. Decimos que f es una funcidn de
A en B o una aplicacion de A en By escribimos f : A — B si f es una funcién, dom f = A
yrecf C B.

Observaciones 5.1 1. Sif:A— By BCC, entonces f: A— C.
2. Si f es una funcion, entonces f : dom f — rec f.
3. 0:0— B para cualquier B.
4. Iq:A— A

Ejercicio 5.2 Mostrar los siguientes enunciados:

1. Si f es una funcion y g C f, también g es una funcion. Por tanto, la interseccion de
funciones es una funcion.

2. Sif,g son funciones y dom f Ndomg = 0, entonces f U g es una funcion.

Definicién Sea f una funcién. Los argumentos de f son los elementos del dominio de f.
Si @ es un argumento de f, entonces hay un dnico b tal que {a,b) € f. Este tinico b asociado
a a se llama valor de a en f y se designa con f(a).

Observaciones 5.3 Sea f una funcion.
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1. Aa, f(a)) € f para cada a € dom f.

2. Si{a,b) € f, entonces a es argumento de f y f(a) = 0.

3. recf={f(a):a€domf}.
4. Sif:A— Byac A, entonces f(a) € B.

Prueba. Los puntos 1 y 2 son una consecuencia inmediata de la definicién de f(a) como
el tnico b tal que {(a,b) € f.

3. Si a € dom f, sabemos que (a, f(a)) € f, de modo que f(a) € rec f. Esto muestra
que {f(a) : a € dom f} C rec f. Mostramos ahora que rec f C {f(a) : a € dom f}. Sea
b € rec f. Entonces hay x tal que (x,b) € f. En ese caso z € dom f y f(x) = b. Por tanto
be{f(a):a€dom f}.

4.8Sea f: A— Byac A Entonces f(a) € rec f y rec f C B, de modo que f(a) € B.
El siguiente resultado es una versién del Axioma de Extensionalidad para funciones.

Proposicion 5.4 1. Si f,g son funciones con dom f = domg y para cada a € dom f,
f(a) = g(a), entonces f = g.

2. Sif:A—-Byg:A—C ypara cadaa € A, f(a) =g(a), entonces f =g.

Prueba. Sean f, g funciones con el mismo dominio y supongamos que para cada a € dom f,
f(a) = g(a). Vemos que f C g. Sea (a,b) € f. Entonces a € dom f y b = f(a). Por la
hipétesis a € domg y b = g(a). Entonces (a,b) € g. Andlogamente se muestra que g C f.
La segunda parte se sigue inmediatamente de la primera.

Las funciones son relaciones y por tanto pueden darse explicitando qué pares las forman.
Pero otra manera usual de presentar las funciones es indicando sus dominios e indicando
una regla que permite obtener los valores de los argumentos. Esto debe ser coherente, es
decir, para definir una funciéon de A en B de esta manera, la regla debe poder ser aplicada
a los elementos de A, debe dar un tnico valor para cada uno de esos argumentos y ese
valor debe ser elemento del conjunto B. Por ejemplo, se define una funcién f de A en P(A)
asignando a cada a € A su conjunto unitario {a}. En ese caso se escribe

frA—PA)

fla) ={a}

En vez de f(a) = {a}, se pone a veces simplemente a — {a}.

Sea ® una coleccién de conjuntos no vacios. Una funcion de eleccion para ® es una
funcién f con dominio ® y tal que para cada X € ®, f(X) € X. El Azioma de Eleccion
afirma que para cada coleccién de conjuntos no vacios existe una funcién de elecciéon. En
ZF el Axioma de Eleccién es equivalente al Principio del Buen Orden. Por tanto también
es equivalente al Lema de Zorn. La manera habitual de presentar la teoria ZFC es precisa-
mente como el resultado de agregar a ZF el Axioma de Eleccién (abreviado AC).
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Definicién Sean X e Y conjuntos. El conjunto formado por todas las funciones de X en
Y se designa con XY. Esto es

XY ={f: f: XY}

Observaciones 5.5 1. X = {(}
2. Si X #0, entonces X =0

Prueba. 1. Hay que mostrar que la tinica funcién que existe de () en X es la funcién vacia.
Claramente @ : ) — X. Por otro lado, si f : ) — X, entonces dom f = @), de modo que

f=0

2. Sea X # (). Hay entonces un a tal que a € X. Debemos mostrar que no hay ninguna
funcién de X en (). Supongamos lo contrario y sea f : X — X. Como a € X resulta entonces
que f(a) € 0, lo cual es imposible.

Definicién Una funcion f es inyectiva si su inversa f es también una funcién, es decir, si

Vaeyz((z,z) € f A {y,z) € f — x=y).

También se dice entonces que f es una funcién uno a uno. Para indicar que f es una funcién
. . . 1-1
inyectiva de A en B se escribe a veces f: A — B.

Observaciones 5.6 1. f es inyectiva si y sélo si Vay(x € dom f Ay € dom f A f(z) =
fly) =z =y).

2. f es inyectiva si y sdlo si Vaey(x € dom f Ay € dom f Az £y — f(x) # f(y)).

3. Si f es inyectiva, entonces f no sdlo es una funcion sino que ademds es una funcion
inyectiva.

4. 0 es una funcidén inyectiva.

5. T4 es una funcion inyectiva.

Prueba. 1. Sea f inyectiva y supongamos que z € dom f Ay € dom f A f(z) = f(y).
Entonces (z, f(z)) € f Ay, f(z)) € f y por ser f inyectiva = y. Mostramos ahora que f
es inyectiva suponiendo que se cumple la condicién de la derecha. Sea (z,z2) € fA(y,z) € f
y veamos que x = y. Sabemos que f(z) = z y que f(y) = z. Por tanto f(z) = f(y) y
aplicando la hipétesis obtenemos que z = y.

El punto 2 es simplemente una reformulacién de 1 dado que la condicién (z € dom fAy €
dom f A f(z) = f(y) — x = y) es equivalente a (x € dom f Ay €dom f Az £y — f(x) #
f)-

8. Sea f inyectiva. Mostramos que f también lo es. Supongamos para ello que (z, z) €
A {y,z) € fyveamos que y = z. Tenemos que (z,z) € fA(z,y) € f. Usando simplemente
el hecho de que f es una funcién concluimos que = = y.

4. Como muchas otras propiedades del conjunto vacio, se establece mostrando que su

negacién lleva a la contradiccion de que el vacio tiene elementos. Finalmente el punto 5 se
verifica con mucha facilidad analizando la definicién de 4.
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Ejercicio 5.7 Consideremos las siguientes funciones.

=
5
l
o)

(A) la funcion definida por a — {a},

P(A) x P(A) — P(A) la funcion definida por (X, Y)— X NY,

(

P(A
(
(

X

)
P(
P(A) — P(A) la funcion definida por (X,Y) — X UY,
P(A

P(A) x P

)
)
) ) — P(A) la funcidn definida por (X,Y)— X \Y,
) —

P(A P(A) la funcion definida por X — AN X,
f6 : Z — 7Z la funcion definida por n — —n,

f7 : Nx N —= N la funcién definida por (n,m) — n+m,

fs : Nx N — N la funcidn definida por (n,m) — n-m,

© % N G W e
oe

fo: Ax A— Ala funcion definida por (z,y) — x,

~
S

fio: A— A x A la funcion definida por x — (z,x),
11. f11: Ax A— Ax A la funcién definida por (x,y) — (y,x).

Indicar cudles de estas funciones son inyectivas y cudles no.

Definiciéon Sea f una funcién inyectiva. Sabemos que f es también una funcién inyectiva.
Es usual usar la notacién f~! en vez de f en estas circunstancias. Obsérvese que f esta de-
finida siempre (es una relacién) pero f~! sélo estd definida cuando f es inyectiva. Claro
estd, dom f = =rec f, rec f~! = dom f y para cada a,b f(a) = b si y sélo si f~1(b) = a.

Observaciones 5.8 Sea f una funcion inyectiva.

Loy =T
2. Para cada x € dom f, f~1(f(x)) = z.
3. Para cada x € vec f, f(f~1(x)) = x.

Prueba. El punto 1 se sigue de la correspondiente propiedad de la inversién de relacio-
nes: (f) = f. Mostramos ahora 2. Sea z € dom f. Entonces (z, f(x)) € f, con lo cual
(f(z),z) € f~1, y esto muestra que f(x) € dom f~* A f~1(f(x)) = x. Finalmente, 3 tiene
una prueba similar. Supongamos que z € rec f. Entonces 2 € dom f~!, de manera que

(z, f~1(x)) € f~1. Entonces (f~!(x),z) € f. Enese caso f~!(z) € dom f y f(f~!(z)) = .

Definicién Se dice que f es una funcion exhaustiva o suprayectiva de A en B, o también
que f es una funcion de A sobre Bsi f: A — B yrecf = B. Se dice que f es una funcion
biyectiva de A en B o una biyeccion de A en B si f es una funcién inyectiva y exhaustiva
de A en B.
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Ejercicio 5.9 Decir de cada una de las funciones del ejercicio 5.7 si es exhaustiva y si es
biyectiva.

Observaciones 5.10 1. Si f es una funcion, f es una funcion exhaustiva de dom f en
rec f.

2. Si f es una funcion inyectiva, f es una funcion biyectiva de dom f en rec f.
3. 0 es una biyeccion de O en ().
4. 14 es una biyeccion de A en A.

5. Si f es una biyeccion de A en B, entonces f~' es una biyeccion de B en A.

Definicién Sean f y g funciones. Entonces también f | g es una funcién. Es costumbre
usar la notacién g o f para referirse a f | g en esta situacién. Como en el caso de las rela-
ciones, fo(goh) = (fog)ohysif, gson inyectivas (f og)~t =g~ o f~1. El cambio de
orden en la notacién se explica por la siguiente proposicién.

Proposicién 5.11 Si f: A— B yg: B — C, entonces go f : A — C. Ademds para cada
a€A, gofla)=yg(f(a)).

Prueba. Por los resultados de 3.11 ya sabemos que domgo f = Ay que recgo f C C.
Sea a € A y veamos que g o f(a) = g(f(a)). Como a € dom f, {a, f(a)) € f. Entonces
f(a) € domg, con lo cual (f(a),g(f(a))) € g. Por definicién de composicién de relaciones

(a,9(f(a))) € [ | g, esto es {a,9(f(a))) € go f. En ese caso g(f(a)) = g o f(a).

Proposicién 5.12 1. Si f y g son funciones inyectivas, go f es una funcion inyectiva.

2. Sif:A— B es erhaustiva y g : B — C es exhaustiva, entonces go f : A — C es
ezhaustiva.

3. Sif:A— B es biyectiva y g : B — C es biyectiva, entonces go f : A — C es
biyectiva.

Prueba. Obviamente 3 se sigue de 1 y 2. Mostramos primero 1. Sean f y g inyectivas.
Para mostrar que go f también lo es supongamos que x,y pertenecen al dominio de go f y
que go f(x) = go f(y) y veamos que z = y. Por definicién de composicién g(f(z)) = g(f(y)).
Observemos que dom (g o f) C dom f con lo cual z,y son elementos de dom f y ademds
f (@), f(y) son elementos de dom g. Como g es inyectiva, f(z) = f(y) y como f es inyectiva,
T =1y.

Finalizamos estableciendo el punto §. Sean f : A — By g : B — C exhaustivas.
Supongamos que z € C' y veamos que x € rec(go f). Como g es exhaustiva existe un
b € B tal que g(b) = z. Y como f es exhaustiva hay un a € A tal que f(a) = b. Entonces

x=g(f(a)) =go f(a), con lo cual z € rec(g o f).
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Ejercicio 5.13 Demostrar que si f : A— B yg: B — C ygof:A— C es biyectiva,
entonces f es exhaustiva y g es inyectiva.

Ejercicio 5.14 Con las funciones del ejercicio 5.7, calcular fso f1, fso fa, fio fo, fioo fo,

feo fr, fe o fs, foo fio, fi1 0 fio, foo fi1.

Proposicién 5.15 1. Sif: A— B, entonces Ipof=f=foly.
2. Sif:A— B es biyectiva, entonces f~lof=1I4y fof™l=1Ig.
Prueba. 1. Sea g = Ig o f. Como I : B — B, tenemos que g : A — B. Ademads para

cada a € A, g(a) = Ig o f(a) = Ig(f(a)) = f(a). Esto muestra que g = f, es decir, que
Igo f=f.Laprueba de que f o I4 = f es similar.

2. Supongamos que f : A — B es biyectiva. Entonces f~' : B — A es también biyec-
tiva. La composicién f~!o f es una funcién de A en A. Si a € A, entonces f~! o f(a) =
f~Y(f(a)) = a = I4(a). Por tanto f~! o f = I 4. Similarmente se ve que fo f~1 = Ip.

Definicién Sea f una funciéon y X un conjunto arbitrario. Definimos la restriccion de f
a X como la funcién

1 X={{zy) :(z,y) € fAze X}

Obsérvese que si f : A — By X C A, entonces f | X : X — By para cada a € X,
f 1 X(a) = f(a). Por otro lado, normalmente se puede suponer que X C dom f, pues si
X' =X Ndom f, resulta que X' Cdom fy f| X =[] X"

Observaciones 5.16 1. f 0 =0.
2. fldomf=f.
3. Si X CA, entonces I[o | X =Ix.

Definicién Sea f una funcién y X un conjunto arbitrario. Se define la imagen de X en
f como el conjunto f[X] = rec(f | X), es decir, f[X] = {y : x(z € X A (z,y) € f)}.
Si X C dom f resulta que f[X] = {f(a) : a € X}. Normalmente se puede suponer que
X Cdom f, pues si X’ = X Ndom f, resulta que f[X] = f[X'] y X’ C dom f.

Observaciones 5.17 1. f[0] = 0.
2. fldom f] = rec f.
3. Si X C A, entonces [4[X] = X.
4. Si X CY, entonces f|X] C f[Y].
5. Siacdomf, entonces {f(a)} = f[{a}].
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Ejercicio 5.18 Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos. En caso afirmativo
dar una demostracion y en caso negativo un contraejemplo. Considerar después las mismas
preguntas en el caso de que f sea una funcion inyectiva.

1 fIXuY]=fIXJu f[Y]
2. fIXnY]= fIXINf[Y]
3. fIXNY]=FIXIN fTY]

Definicién Sea f una funcién y X un conjunto arbitrario. Se define la imagen inversa de
X en f como el conjunto f[X] = {a:a € dom f A f(a) € X}. La funcién f puede no
ser inyectiva. Cuando f es inyectiva, la notacién f~'[X] puede entenderse en dos sentidos:
como la imagen inversa de X en f y como la imagen de X en f~!. Es facil ver que sin
embargo el conjunto asi definido es el mismo.

Observaciones 5.19 1. f71[)] = 0.
2. frec f] = dom f.
3. SiY C A, entonces I,'[Y] =Y.
4. Si X CY, entonces f~HX] C f7HY].
5. fTUXUY]=flX]U fY]
6. fHXNY]= XN Y]
o fHANY] = XN YL
8. Si X Cdom f, entonces X C f~1[f[X]].
9. SiY Crecf, entonces f[f'[Y]] =Y.

Prueba. 1. f7'[0] = {a:a € dom f A f(a) € 0} = 0 ya que la condicién f(a) € }) no puede
cumplirla ningtin objeto.

2. Por definicién ya es claro que f~![rec f] C dom f. Para mostrar la otra inclusién
observemos que si a € dom f entonces f(a) € rec f por lo cual a € f~t[rec f].

3.Sea Y C A. Entonces I;'[Y] ={a:a€ ANIs(a) €Y} ={a:a€ ANacY} =
ANy =Y.
4. Sea X C Y, supongamos que a € f~![X] y veamos que a € f~![Y]. Sabemos que

a € domf A f(a) € X. Como X C VY, f(a) € Y y por tanto a cumple las condiciones
necesarias para pertenecer a f~1[Y].

5. Se obtiene de las siguientes equivalencias

a€ flXUY] < acdomfAfla)e XUY
— acdomfA(f(a) e XV f(a) €Y)
— (a€edomfAf(a)eX)V(aedomfAfla)€Y)
— a€ flX]Vvae frY]
o a€ fHXJU Y]

6. Se obtiene de las siguientes equivalencias
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ac fHXNY] ac€domfAfla)eXNY

acdomfAfla)e XNfla)eY

(aedom fAfla) e X)AN(a€domfA fla) €Y)
a€ f7HX]ANa€ fLY]

ae XN Y]

7. Se obtiene de las siguientes equivalencias

a€ fUXNY] < acdomfAfla)e X\Y
— acdomfAf(a) e XA fla) €Y
o acfX[nag fIY]
< ae fTUXIN Y]

8. Sea X C dom f, sea a € X y veamos que a € f[f[X]]. Como a € X y X C dom f,
f(a) € f[X]. Entonces a € dom f A f(a) € f[X], de manera que a € f~1[f[X]].

9. Sea Y C rec f. Vemos primero que f[f'[Y]] CY. Sea a € f[f'[Y]]. Entonces hay
xtal que z € dom f Ax € fLHY]A f(2) = a. Como z € f~1[Y], debe ser f(x) €Y, esto es
a € Y. Ahora mostramos que Y C f[f~![Y]]. Seaa € Y. Como Y C rec f, hay un z € dom f
tal que f(z) = a. Como f(x) € Y,z € f~[Y]. Entonces a = f(z)Ax € dom fAz € f~1[Y].
Esto significa que a € f[f~1[Y]].

11111

La relacién en la que estan dos conjuntos cuando existe una biyeccion entre ellos es la
precisién formal de la relacién de tener el mismo tamano. El estudio de esta nociéon conduce
a la teoria de los numeros cardinales, que es parte esencial de la Teoria de Conjuntos pero
que en esta introduccion no podemos desarrollar. Nos limitamos a exponer una serie de
hechos béasicos sobre biyectabilidad.

Definicién Sean X e Y conjuntos. Decimos que X es biyectable con 'Y y escribimos X ~ Y
si existe una biyeccién de X en Y. También se dice que X e Y tienen el mismo tamano o
la misma cardinalidad.

Observaciones 5.20 1. A~ A.
2. Si A~ B, entonces B ~ A.
3. SiA~DByB~C, entonces A~ C.

Prueba. Para 1 basta ver que 4 es una biyeccion de A en A. Para 2, si f es una biyeccién
de A en B, entonces f~! es una biyeccién de B en A. Para 3, si f es una biyeccién de A
en B y g es una biyeccion de B en (', entonces g o f es una biyeccién de A en C.

Ejercicio 5.21 Demostrar los siguientes enunciados.

1. SiA~A,B~B,yANnB=ANB =0, entonces AUB ~ A" UB’.
Ax B~BxA.

Ax (BxC)~(AxB)xC.

Si A~ A"y B~ B, entonces Ax B~ A" x B'.

Si A~ A, entonces P(A) ~ P(A).
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6. SiA~A yB~ B entonces ‘B~ 4B

Teorema 5.22 (Cantor) A % P(A)

Prueba. Supongamos lo contrario, es decir, que existe una biyeccién f de A en P(A). Si a
es un argumento de f, entonces a es un elemento de A y su valor f(a) es un subconjunto
de A, de manera que puede ocurrir que a € f(a) o que a ¢ f(a). Sea X el conjunto de
los argumentos de f que no pertenecen a su valor, esto es X = {a:a € ANa & f(a)}.
Como X € P(A) y f: A — P(A) es exhaustiva, hay un « € A tal que f(z) = X. Nos
hacemos entonces la pregunta de si x pertenece a su valor o no. Si fuera = € f(z), ten-
drfamos x € X ={a:a € AANa & f(a)}, de modo que = & f(x). Y si z ¢ f(x), entonces
z€{a:ac€ ANa ¢ f(a)} = X = f(z), de modo que z € f(z). Esta contradiccién fuerza a
admitir que tal biyeccién f no puede existir.

Proposicién 5.23 1. Si AN B =0, entonces ““BC ~ “B x BC.
2. A><BC ~ A(Bc)‘
3. 4B~ B.

Prueba. 1. Sea F : 40 x BC — AYB(C 1a funcién definida por F({f,g)) = f Ug. Mostra-
remos que es biyectiva. Obsérvese primero que estd bien definida, es decir, que siempre que
fe A yge BC, entonces (fUg): AUB — C y por tanto f Ug € 4YBC. Esto ocurre
porque AN B = (), pues en otro caso f U g quizds ni serfa una funcién. Mostramos que F' es
exhaustiva. Sea f € AYBC. Seag=f | Ayh=f | B.Entoncesg: A - C,h: B —Cy
por tanto (g, h) € 4C x BC. Ademss es claro que F({g,h)) = gUh = f. Para mostrar, fi-
nalmente, que F es inyectiva, supongamos que f, f’ pertenecen a 4C, que g, ¢’ pertenecen a
BC'y que F({f,g)) = F({f',g')). Debemos mostrar que (f, g) = (f’,g'), es decir, que f = f’
y g = ¢'. Sabemos, pues, que fUg = f'Ug’. Entonces f = (fUg) A= (f'Ug) A= f.
Similarmente, g = (fUg) | B=(f'U¢) | B=¢ .

2. Vamos a definir una biyeccién F : 4BC) — AXBC. Vamos a asignar a cada f: A —
BC 1a funcién F(f) : A x B — C definida por la regla F(f)({a,b)) = f(a)(b). Para ver que
esta funcién estd bien definida sélo hay que observar que siempre que f: A — BC y a € A,
entonces f(a) : B — C'y por tanto para cada b € B, b € dom f(a) y f(a)(b) € C. Vamos
ahora a ver que F es exhaustiva. Sea g : A x B — C'y veamos que hay f : A — BC tal que
F(f) = g. Definimos explicitamente

f={(a,h):ac ANhe PCAVz(x € B — h(z) = g({a,x)))}.

Por definicién f es una relacién con dominio incluido en A y recorrido incluido en ZC.
Siae€ Ay h = {(bg({a,b)) : b € B} entonces h : B — C y (a,h) € f. Esto muestra
que dom f = A. Sélo falta mostrar que f es una funcién, pero ello es claro dado que si
{(a,h) € fy{a,h') € f, entonces h y h' son dos funciones de B en C' con los mismos valores
y por tanto h = h’. De todo ello se sigue que f € 4(BC). Sélo falta verificar ahora que
F(f) = g. Por definicién F(f) : Ax B — C'y los valores se obtienen de acuerdo con la regla
F(f)({a,b)) = f(a)(d). Pero f(a)(b) = g({a,b)). Por tanto F(f) = g. La dltima cuestién
es establecer que F' es inyectiva. Supongamos para ello que f y f’ son funciones de A en
BC'y que F(f) = F(f') y veamos que f = f’. Tanto F(f) como F(f’) son funciones de
Ax Ben C.Seaa € A. Entonces f(a) y f'(a) son funciones de B en C. Para cada b € B,
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fla)(b) = F(f)({a,b)) = F(f")({a,b)) = f'(a)(b). Por tanto f(a) = f'(a) y, en definitiva,
f=1r.

3. Queremos definir una biyeccién F entre B y {*}B. Para ello asignamos a cada b € B
la funcién F(b) : {a} — B dada por F(b)(a) = b. Obviamente F' es una funcién de B
en {}B. Hay que ver que es biyectiva. Si g : {a} — By b = g(a), entonces F(b) = g,
de manera que F es exhaustiva. Y si b,0’ son elementos de B y F(b) = F(V'), entonces
b= F(b)(a) = F(b)(a) =V Esto muestra que F es inyectiva.

Proposicién 5.24 Si B tiene dos elementos, entonces P(A) ~ 4B.

Prueba. Sea B = {a,b} con a # b. Definimos una funcién F : P(A) — 4B de modo que
para cada X € P(A4), F(X) sea la funcién de A en B definida por F(X)(z) =asiz € X y
F(X)(x) =bsiz ¢ X. Explicitamente

F(X) = (X x {a}) U ((A~ X) x {B}).

Vemos primero que F' es exhaustiva. Sea f: A — By veamos que hay X € P(A) tal que
F(X) = f. Basta especificar X = {x : © € AA f(x) = a}. Es claro que F(X) = f. Para mos-
trar que F' es inyectiva supongamos que X,Y son subconjuntos de A y que F(X) = F(Y)
y veamos que X =Y. Sea z € X. Entonces F(X)(x) = a y por tanto F(Y)(z) = a y con
ello z € Y. Esto muestra que X C Y. Similarmente se muestraque Y C X yasique X =Y.
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Capitulo 6

Numeros Naturales

Definicién Un sistema de Peano es un conjunto A con una funcién inyectiva f: A — A
y un elemento a € A \ rec f que verifican el principio de induccion

VX(X CANae XAVz(ze X — f(z) e X) - X =A).

Nos referiremos al sistema de Peano con la notacién (A, f,a).

Lema 6.1 Si (A, f,a) es un sistema de Peano, entonces rec f = AN {a}.

Prueba. Sea X = rec fU{a}. Ya sabemos que X C Ay que a ¢ rec f. Sélo falta mostrar que
X = Ay ello puede hacerse usando el principio de induccién. Es claro que a € X, de modo
que para establecer que X = A queda tnicamente verificar que Vz(z € X — f(z) € X).
Pero esto tltimo es también claro, pues para cada x € A, f(z) € rec f C X.

Una de las caracteristicas de los sistemas de Peano es que en ellos se pueden definir
funciones por recursion. La proxima proposicion establece este hecho.

Proposicién 6.2 Sea (A, f,a) un sistema de Peano, sea B un conjunto, g : B — B y
b € B. Existe entonces una unica funcion h : A — B que verifica las siguientes condiciones

[] h((l) = b
» Vo(x € A— h(f(z)) = g(h(zx)))

Prueba. Consideremos el conjunto H formado por todas las funciones s que verifican las
siguientes condiciones

1. domsCA
2. recsCB
3. Vz(x e AN f(z) € doms — z € doms)

4. (a € doms — s(a) =b)
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5. Va(z € doms A f(z) € doms — s(f(z)) = g(s(x)))

Se trata del conjunto de todas las funciones con dominio contenido en A y con valores
en B y que verifican las cldusulas que pedimos a h en la medida en que los elementos
pertinentes de A estén en su dominio. Pedimos ademas que los dominios de estas funciones
tengan la propiedad adicional de que siempre que f(x) estd, también x estd. Vamos a
establecer diversas propiedades de H.

(1) Si hy,hy € H, entonces hy(z) = ho(x) para cada x € domhy N dom hy. Para ello
basta ver que si X = {z : x € AA(z € dom hyNdom he — hi(x) = ho(x))} entonces X = A.
Esto puede establecerse usando el principio de induccién. Es claro que a € X, de modo que
basta ver que Vz(x € X — f(x) € X). Sea entonces z € X y veamos que f(z) € X.
Para ello supongamos que f(z) € domh; N domhs. Como hy,he € H, resulta entonces
que x € dom hy Ndom hy. Como hemos supuesto que = € X, tenemos que hy(z) = ha(z).
Entonces, como hq,he € H, hi(f(2))) = f(hi(z)) = f(ha(z)) = ha(f(x)). Asi f(x) € X.

Del punto (1) ya se sigue que sélo puede haber una funcién h con las propiedades
que exigimos, pues si h; y hg son funciones de A en B tales que hi(a) = ho(a) = b,
Ve(zr € A— hi(f(x)) = g(hi(x))) y Va(z € A — ha(f(z)) = g(ha2(x))) entonces hy, he € H
y A = domh; N dom hy. Asi pues sélo queda mostrar que hay al menos una tal funcién
h. Para ello necesitamos demostrar primero mas propiedades de H. El punto siguiente se
establece sin dificultades.

(2) Sihy € Hyx € domhy y ha = hy U{{f(z),g(h1(z)))}, entonces hy € H.

(3) Para cada © € A existe una h; € H tal que z € domh;. Sea X = {z : z €
AAN3hi(hy € HAxz € domhy)}. Vemos que X = A usando el principio de induccién.
Primero hay que ver que a € X. Pero ello es claro pues si by = {{a, )} entonces a € dom h;
y h1 € H. Ahora supongamos que x € X y veamos que también f(z) € X. Como x € X,
hay hy € H tal que « € dom hy. De (2) inferimos entonces que hay también hy € H tal que
f(z) € dom hy. Por tanto f(x) € X.

Sea ahora h = |J H. Es claro que h es una relacién con domh C Ay rech C B. De (1)
se sigue que si (z,y) € hy (x,z) € h, entonces y = z y por tanto que h es una funcién. De
(3) se sigue que domh = A. Asi pues h: A — B.

(4) Si by € H y © € domhy, entonces hi(x) = h(x). En efecto, supongamos que
x € domhy. Como (x,h(z)) € h = |JH, existe ho € H tal que (z,h(x)) € hy. Entonces
x € domhg y h(x) = ha(x). Por (1) sabemos que hy(z) = ha(z). Por tanto h(x) = hy(x).

Del punto (4) se siguen las restantes propiedades que necesitamos de h. Por un lado que
h(a) = by por otro lado que Vz(xr € A — h(f(z)) = g(f(x))).

Definicién Sean (A, f,a) y (B, g,b) sistemas de Peano. Un isomorfismo entre (4, f,a) y
(B, f,b) es una biyeccién h de A en B tal que h(a) = by paracadax € A, h(f(z)) = g(h(zx)).
Decimos que los sistemas de Peano son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos. Es
facil ver que la relacién de isomorfia es una relacién de equivalencia entre sistemas de Peano.

Proposicién 6.3 Cualesquiera dos sistemas de Peano son isomorfos.
Prueba. Sean (4, f,a) y (B, g, b) sistemas de Peano. Usando la Proposicién 6.2 sabemos que

existe una funcién h : A — B tal que h(a) = by Va(z € A — h(f(x)) = g(h(z))). Falta mos-
trar que h es biyectiva. Para mostrar que es exhaustiva consideramos el conjunto X = rech
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y usamos el principio de induccién en (B, g,b). Queremos ver que X = B y para ello basta
establecer que b € X y que Vy(y € X — g(y) € X). Lo primero es claro pues b = h(a). Para
justificar lo segundo supongamos que y € rec h. Hay entonces x € A tal que h(x) = y. Las
cldusulas que caracterizan a h nos dan que h(f(x)) = g(f(z)). Asi g(y) = h(f(x)), de modo
que ¢g(y) € X. Para finalizar debemos mostrar que h es inyectiva. Aplicamos el principio de
induccién en (A4, f,a) al conjunto X' = {x : x € AAVy(ly € AANK(z) = h(y) — =z =y)}.
Mostraremos que X’ = A y con ello concluird la prueba. El primer paso es ver que a € X'.
Supongamos para ello que h(a) = h(y) y veamos que a = y. Sabemos que h(a) = b.
Si fuera y # a entonces, por el lema 6.1 habrfa un z € A tal que y = f(z). En ese
caso b = h(y) = f(h(z)), pero sin embargo b ¢ recg. Esta contradiccién fuerza a acep-
tar que y = a y por tanto que a € X'. Supongamos ahora que x € X' y veamos que
también f(z) € X'. Sea h(f(z)) = h(y). Debemos mostrar que f(z) = y. Sabemos que
h(f(z)) = g(h(x)). No puede ser entonces y = a, pues h(a) = b & recg. Por el lema 6.1
sabemos entonces que hay z € A tal que f(z) = y. En ese caso h(y) = h(f(2)) = g(h(2)) y
por tanto g(h(z)) = g(h(z)). Como g es inyectiva h(z) = h(z) y como ademds z € X', se
obtiene que xz = z. Entonces f(z) = f(z) = y.

Los ntimeros naturales se construyen en Teoria de Conjuntos como un particular siste-
ma de Peano. Hay diversas maneras de hacerlo aunque como ya se ha indicado todos son
isomorfos entre si, hecho que permite transferir ciertas propiedades de uno a otro. Estas
propiedades transferibles son las que no dependen de la peculiar construccion que se ha
escogido. Aqui presentamos la construccion més usual, debida a von Neumann. Para cual-
quiera de ellas necesitamos anadir un nuevo axioma a la teoria, el Azioma del Infinito.

Axioma 6.4 (Axioma del Infinito) Hay un conjunto x tal que § € = y Vy(ly € = —
yU{y} € ).

Definicién Un conjunto x es inductivo si ) € z y Vy(y € x — y U {y} € x). Obsérvese
que el axioma del infinito afirma precisamente que hay conjuntos inductivos. Veremos a
continuacién que hay un menor conjunto inductivo, es decir, un conjunto inductivo que
esta incluido en todos los otros conjuntos inductivos.

Observacién 6.5 Si © es una coleccion no vacia de conjuntos inductivos, entonces (| P
es un conjunto inductivo. En particular, si x,y son conjuntos inductivos, entonces x Ny es
inductivo.

Proposiciéon 6.6 Hay un unico conjunto inductivo x tal que para cada conjunto inductivo
Y,z Cy.

Prueba. Es claro que no puede haber dos conjuntos inductivos distintos con la propiedad
indicada. Mostramos que hay al menos uno. Por el Axioma del Infinito sabemos que hay un
conjunto inductivo a. Sea ® = {y : y es inductivo y y C a}. Entonces ® es una coleccién no
vacia de conjuntos inductivos. Sea x = (| ®. Por la observacién anterior sabemos que x es
un conjunto inductivo. Sea y otro conjunto inductivo arbitrario y veamos que = C y. Por la
observacion previa aNy es inductivo. Entonces aNy € ®, con lo cual x C aNy. En especial
z Cy.
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Definicién Nos referimos con w al conjunto caracterizado en la proposiciéon anterior como
el menor conjunto inductivo. Asi w es un conjunto inductivo y para cada conjunto inductivo
r, w C z. Llamamos nidmeros naturales a los elementos de w. Es habitual usar las letras
n,m,1,j,k,... como variables de niimeros naturales. En este contexto se define el niimero
cero como 0 = ). Como w es inductivo, siempre que n € w también n U {n} € w. Por tanto
se puede definir una funcién S : w — w poniendo S(n) = n U {n}. La funcién S se llama
funcién sucesor. Los niimeros uno, dos, tres, etc. pueden definirse mediante 1 = S(0) = {0},
2=51)=1U{1}={0,1},3=5(2) =2U {2} ={0,1,2} etc.

Definicién Decimos que x es un conjunto transitivo si los elementos de los elementos de
x son elementos de z, es decir, si Vyz(z € y Ay € x — z € x). Obsérvese que esto equivale
a decir que [Jx C x y también a que x C P(z).

Lema 6.7 Todo numero natural es transitivo.

Prueba. En general, una estrategia para mostrar que todos los ntimeros naturales tienen
una cierta propiedad consiste en formar el conjunto de los niimeros naturales que tienen
la propiedad en cuestién y mostrar a continuaciéon que se trata de un conjunto inductivo.
En este caso consideramos el conjunto z = {n : n € w A n es transitivo } y veamos que es
inductivo. Es inmediato que () es transitivo y por tanto que 0 € x. Supongamos ahora que
n € x y veamos que también S(n) € x. Sabemos entonces que n es transitivo y queremos
ver que n U {n} también lo es. Para ello supongamos que z € y Ay € nU {n}. Debemos
mostrar que z € n U {n}. Se plantean dos casos, segin y € n o bien y = n. En el primer
caso, como hemos supuesto que n es transitivo, z € ny asi z € nU{n}. Yenel casoy =n
tenemos z € n y por tanto z € n U {n}.

Lema 6.8 Sin es un numero natural, n & n.

Prueba. Consideremos el conjunto z = {n:n € wAn ¢ n}. Como 0 =0, 0 € z. Suponga-
mos que n € x 'y veamos que también S(n) € z. En caso contrario, S(n) € S(n) =nU{n},
de manera que S(n) € n o bien S(n) = n. En el caso S(n) € n, como n € S(n) y el lema
anterior nos garantiza que n es transitivo, tenemos que n € n. En el caso S(n) = n se
llega a la misma conclusiéon de modo inmediato. Sin embargo hemos supuesto que n € =z,
de manera que n ¢ n.

Proposicién 6.9 (w,S,0) es un sistema de Peano.

Prueba. Si X C w tiene las propiedades de que 0 € X y Va(x € X — S(z) € X), entonces
X es inductivo y por tanto X = w. Por otro lado es claro que 0 ¢ recS. Asi pues sélo
nos queda ver que S es una funcién inyectiva. Supongamos para ello que n,m € w y que
S(n) = S(m). Mostraremos que n = m. Tenemos que n U {n} = m U {m}. Si suponemos
que n # m concluimos que n € m Am € n. Como n es transitivo se tiene entonces que
n € n, en contra de lema previo.

Como los niimeros naturales constituyen un sistema de Peano podemos usar la Propo-
sicién 6.2 para definir funciones por recursién. Dado un conjunto A un elemento a € A 'y
una aplicacién g : A — A existe una unica funcién f : w — A que verifica las condiciones
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| ] f(O) =a
» Vn(n € w— f(S(n)) = g(f(n))).

Usaremos este procedimiento a continuacién para introducir la suma el producto y la ex-
ponenciacién de niimeros naturales.

Proposicion 6.10 Hay una unica funcion f :w X w — w tal que

1. Para cadan € w, f({n,0)) =n

2. Para cadan,m € w, f((n,S(m))) = S(f((n,m))).

Prueba. Sea n un numero natural. Consideremos el conjunto A = w, el elemento a = n
de A y la funcién g = S. Podemos definir una funcién por recursién. Se trata de la tnica
funcién f,, : w — w que verifica

L fal0) =n
2. Para cadam € w, f,(S(m)) = S(fn(m)).

La existencia de la funcién f se garantiza poniendo f({n,m)) = f,(m). Para demostrar la
unicidad de f supongamos que f’:w X w — w es otra funcién que cumple

1. Paracadan € w, f'((n,0)) =n
2. Para cada n,m € w, f'((n,S(m))) = S(f'({(n,m))).

Sea n € w arbitrario. Queremos ver que para cada m € w, f'({(n,m)) = f((n,m)). Conside-
ramos el conjunto X = {m :m € w A f'((n,m)) = f((n,m))} y mostramos por induccién
que X = w. Como f'((n,0)) =n = f((n,0)), es claro que 0 € X. Supongamos ahora que
m € X y veamos que S(m) € X. Como m € X, f'({n,m)) = f({n,m)). Entonces

f'({n, S(m))) = S(f'({n,m))) = S(f({n,m)) = f((n, S(m)))

de modo que también S(m) € X.

Definicién La suma de nimeros naturales es la aplicacién + : w X w — w garantizada
por la proposicién previa. Usamos la notacién habitual n+m = +({n,m)). Queda definida
por las clausulas

1. Paracadan€w,n+0=n.

2. Para cadan,m € w, n+ S(m) = S(n+m).

Proposiciéon 6.11 Hay una unica funcion f:w X w — w tal que

1. Para cadan € w, f((n,0)) =0
2. Para cada n,m € w, f({n,S(m))) = f({n,m)) +n.
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Prueba. Como en la proposicién anterior vemos que para cada numero natural n hay una
unica funcién f, : w — w que verifica

L. fa(0) =0.
2. Para cada m € w, f,(S(m)) = fu(m) +n.

La funcién que buscamos se obtiene poniendo f({(n,m)) = f,(m). La unicidad se demuestra
por induccién como en la proposicién anterior.

Definiciéon El producto de ntimeros naturales es la aplicacion - : w X w — w garantizada
por la proposicién previa. Usamos la notacién habitual n-m = -({n, m}). El producto queda
entonces definido por las clausulas

1. Paracadané€w,n-0=0.

2. Paracadan,m €w,n-S(m)=n-m+n.

Proposicion 6.12 Hay una unica funcion f :w X w — w tal que

1. Para cadan € w, f((n,0)) =1
2. Para cadan,m € w, f({n,S(m))) = f({(n,m)) - n.

Prueba. Aniloga a la de las dos proposiciones anteriores.

Definiciéon La exponenciacion de nimeros naturales es la aplicacion exp : w X w — w
garantizada por la proposicién previa. Usamos la notacién habitual n™ = exp({n,m)). La
exponenciacién queda, por consiguiente, definida mediante las clausulas

1. Paracadancw,n’=1.

2. Para cada n,m € w, n°(™ =np™ . p,

A partir de aqui puede desarrollarse la aritmética elemental. Podemos demostrar que
2 4 2 = 4. Por definicién 2 = S(5(0)) y 4 = S(S(2)). Entonces

242=2+5(5(0)) = 52+ 5(0)) = S(S(2+0)) = S(5(2)) = 4.

Mostramos a continuacién las propiedades basicas de la suma y el producto. Las demostra-
ciones proceden usualmente por inducciéon. Para mostrar que todos los ntimeros naturales
tienen una propiedad P se muestra primero que el nimero 0 tiene P y se muestra a con-
tinuaciéon que siempre que un numero n tiene P, entonces su sucesor n + 1 también tiene
P. En ese contexto se dice que la hipdtesis de que n tenga P es la hipdtesis inductiva y el
objetivo de demostrar que n + 1 tiene P se llama el caso inductivo o el caso n + 1 de la
induccion, siendo el caso del cero el caso inicial. Por tanto, en una induccién se estable-
ce primero el caso inicial y se establece a continuacién el caso inductivo con ayuda de la
hipdtesis inductiva.

En ocasiones el enunciado que se quiere establecer tiene cuantificacién multiple, como
Ym¥n(m € w An € w — m+n =mn+m). La prueba se puede hacer de dos maneras. La
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primera posibilidad es escoger la variable m, considerar la propiedad P que tiene un nimero
natural m cuando Vn(n € w — m+n = n+m) y mostrar que todos los niimeros naturales
tienen esa propiedad P. La segunda posibilidad consiste en escoger la variable n, considerar
la propiedad @ que tiene un nimero natural n cuando Vm(m € w > m+n=n+m)y
mostrar que todos los nimeros naturales tienen la propiedad ). En el primer caso se dice
que se hace induccién en m y en el segundo caso que se hace induccién en n. La prueba
puede ser muy sencilla 0 muy complicada dependiendo de si se ha elegido acertadamente
la variable en la que hacer la induccién. También se dice que se hace induccién en n si se
fija un m arbitrario y se muestra por induccién que todos los niimeros naturales n tienen
la propiedad P’ que consiste en verificar la ecuacién m +n = n + m.

Proposicién 6.13 Para cualesquiera n,m,k € w, (n+m)+k=n+ (m+ k).

Prueba. Sean n, m € w arbitrarios. Vemos por induccién en k que Vk(k € w — (n+m)+k =
n+ (m+k)). En el caso inicial, tenemos que (n +m)+0=n+m =n+ (m+ 0). Por la
hipétesis inductiva, (n +m) +k =n+ (m + k). En ese caso

(n+m)+Sk)=S((n+m)+k)=Sn+(m+k)=n+Sm+k)=n+(m+ Sk)).

Lema 6.14 1. Para cadan € w, 0+ n =n.

2. Para cada n,m € w, S(m) +n=5(m+n).

Prueba. Establecemos el primer punto por induccién en n. Como 0+ 0 = 0, ya tenemos el
caso inicial. Supongamos que 0+n = n. Entonces S(n)+0 = S(n+0) = S(n) = S(0+n) =
0 + S(n). Esto finaliza la induccién. Consideramos a continuacién el segundo punto. Sea
m € w arbitrario. Vemos por induccién en n que Vn(n € w — S(m) +n = S(m + n)).
Tenemos que S(m) +0 = S(m) = S(m+0). Supongamos ahora que S(m)+n = S(m+n).
Entonces S(m + S(n)) = S(S(m +n)) = S(S(m) +n) = S(S(m) + S(n)).

Proposicion 6.15 Para cada n,m € w, n+m=m+n.

Prueba. Sea n € w arbitrario, y veamos por induccién en m que Ym(m € w — n+m =
m+n). Por el lema 6.14 tenemos que n+0 = n = 0+n de modo que el caso m = 0 estd es-
tablecido. Consideremos ahora el caso inductivo. Por la hipétesis inductiva, n+m = m+n.
De nuevo por el lema 6.14, S(m) +n = S(m+n) = S(n +m) =n+ S(m).

Proposicién 6.16 Para cada n,m,k € w,n-(m+k)=n-m+n-k.

Prueba. Sean n,m € w. Mostramos por induccién en k que Vk(k € w — n- (m+ k) =
(n-m)+ (n-k)). Por definicién de producto y de suma tenemos que n - (m+0) =n-m
yn-m+n-0=n-m+0 =mn-m. Por tanto tenemos el caso inicial. Supongamos que
n-(m+k)=n-m+n-k. Usando la definicién de suma y producto y la asociatividad de
la suma obtenemos que

n-(m+S(k)) = n-S(m+k) = n-(m+k)+n = (n-m+n-k)+n = n-m+(n-k+n) = n-m+n-S(k).
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Proposicién 6.17 Para cada n,m,k € w, (n-m)-k=n-(m-k).

Prueba. Sean n,m € w. Por induccién en k establecemos que Vk(k € w — (n-m) -k =
n-(m-k)). Por definicién de producto tenemos que (n-m)-0=0yn-(m-0)=n-0=0.
Supongamos ahora que (n-m) -k = n- (m - k). Usando la definicién de producto y la
Proposicion 6.16 concluimos que

(n-m)-Sk)y=mn-m)-k+n-m=n-(m-k)+n-m=n-(m-k+m)=n-(m-Sk)).

Lema 6.18 1. Para cadan € w,0-n=0.

2. Para cada n,m € w, S(m) -n=n+ (m-n).

Prueba. Mostramos el primer punto por induccién en n. El caso n = 0 es claro, pues por
definicién de producto tenemos 0 -0 = 0. Supuesto ahora que 0-n = 0, usando la definicién
del producto y las propiedades ya establecidas de la suma, vemos que 0-S(n) = (0-n)4+0 =
0+ 0 = 0. Establecemos ahora el segundo punto considerando un m arbitrario y mostrando
por induccién en n que Yn(n € w — S(m)-n =n+ (m-n)). En el caso n = 0 tenemos por
definicién de producto que S(m)-0 =0 = 0+ (m-0). Consideremos ahora el caso inductivo.
Usando la hipétesis inductiva asi como la conmutatividad y asociatividad de la suma vemos
que

S(m)-S(n)=8S(m)-n+Sm)=(m-n)+n)+Sim)=(m-n)+ (n+S(m)) =

= (m-n)+(S(n) +m) = S(n) + ((m-n)) + m = S(n) +m- S(n).
Proposicién 6.19 Para cada n,m € w, n-m =m - n.

Prueba. Sea n € w. Vemos por induccién en m que Ym(m € w - n-m = m-n). En el

caso m = 0 usamos el punto I de 6.18 y vemos que n-0 =0 = 0-n. En el caso inductivo

usamos la hipdtesis inductiva y el punto 2 de 6.18 y concluimos que
n-Sm)=n-m+n=n+n-m=.5(m)- n.

Ejercicio 6.20 Demostrar las siguientes propiedades de la exponenciacion.

m ok m+k

n"=n

2. nmk = (pm)k

Otra de las aspectos fundamentales de los nimeros naturales es su ordenacién. Puede
introducirse de distintos modos equivalentes.

Definiciéon La relacién < es la relacién en w definida por

n<me Ik cwAn+k=m).

Ejercicio 6.21 Mostrar las siguientes propiedades de la suma de numeros naturales.

1. Sin+k=mn, entonces k = 0.
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2. Sin+m =0, entoncesn=m =0.

Proposicion 6.22 La relacion < es un orden total reflexivo en w. FEl orden estricto aso-
ciado se define por
n<me Ik(kecwANk#0An+Ek=m).

Prueba. Sean € w. Como n+0 = n, tenemos que n < n. Por tanto se trata de una relacion
reflexiva. Es ficil mostrar que es transitiva, pues si, n + k = m y m + k' = [, resulta que
n+ (k+ k') = I. Mostramos ahora que es antisimétrica. Supongamos para ello que n < m y
que m < n. Queremos mostrar que n = m. Por definicién de <, hay k tal quen+k=my
hay k' tal que m + k' = n. Entonces n + (k + k') = n. Utilizando las propiedades expuestas
en el ejercicio previo se concluye primero que k + k' = 0 y a continuacién que k = k' = 0.
Por tantom=n+k=n+0=n.

El orden estricto asociado a < se define al modo usual: n < m < n < mAn # m.
Si n < m, entonces n < m y por tanto hay un k € w tal que n + k = m. Si fuera k = 0
tendriamos m = n+ k = n + 0 = n, lo cual es imposible dado que n < m. Asi pues, debe
ser k # 0. A la inversa, supongamos que hay un k € w tal que n+k =m Ak # 0 y veamos
que n < m. Es claro que n < m. Si fuera n = m tendriamos n + k = n y, por el ejercicio
previo, kK = 0. Debe ser por tanto n # m y con ello n < m.

Falta establecer que el orden es total. Mostramos por induccién en m que para cuales-
quieran,m € w, n < mVm < n. Comenzamos con el caso m = 0. Como 0+n = n tenemos
0 <ny por tanto n < 0V 0 < n. Consideramos a continuacion el caso inductivo. Sea n € w
arbitrario. Por hipétesis inductiva tenemos que n < mV m < n. En el caso n < m sabemos
que hay un k tal que n+k = m y en ese caso n+S(k) = S(m) y asi n < S(m). Analizamos
ahora el caso m < n. Hay un k tal que m + k = n. En el caso k£ = 0 resulta n = m y por
tanto n < S(m) puesto que n+ 1 = m + 1 = S(m). Falta analizar el caso k # 0. En ese
caso hay un 7 € w tal que S(i) = k. Entonces S(m)+i=m+ S(i) = m+k = n con lo cual
n < S(m). Esto finaliza la induccién y la prueba.

Proposicion 6.23 El orden de los numeros naturales es un orden discreto sin mayor ele-
mento. Tiene menor elemento, que es 0. Ademds, para cada n € w, S(n) es el sucesor
inmediato de n en el orden.

Prueba. Como n+ 0 = n, 0 es el menor elemento de w. Como n +1 = S(n) A1 # 0,
tenemos que n < S(n). Falta ver que no hay ningin m € w tal que n < m < S(n). Supon-
gamos lo contrario, de manera que hay k,k’ € w distintos de 0 y tales que m = n+ky
S(n) =m+ k. Entonces S(n) =n+ (k+ k’). Como k # 0, hay un i € w tal que k = S(i).
Entonces S(n) = n+ S(i + k') = S(n+ (i + k")), de manera que n = n + (i + k). Pero
entonces ¢ + k' = 0, con lo cual i = k' = 0. Pero habfamos supuesto que &’ # 0.

Proposicion 6.24 El orden de los numeros naturales es un buen orden.

Prueba. Hay que demostrar que todo conjunto no vacio de ntimeros naturales tiene un
menor elemento. Lo mostraremos efectuando un argumento por induccién. Lo que mostra-
remos por induccién en n es que si X C w y hay m < n tal que m € X, entonces X tiene un
menor elemento. De ello se sigue que cualquier subconjunto no vacio de w tiene un menor
elemento. El caso n = 0 es particularmente sencillo porque 0 mismo es el menor elemento
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de X. Consideremos el caso inductivo. Supongamos que hay un m < S(n) tal que m € X.
Si también hay algin elemento en X menor o igual que n podemos aplicar la hipotesis
inductiva para garantizar que X tiene menor elemento. Supongamos entonces que eso no
ocurre, es decir, que todos los elementos de X son mayores que n. En particular m > n y
por tanto m = S(n). Entonces S(n) es el menor elemento de X.

Para finalizar vamos a ver ahora que el orden de w también puede caracterizarse en
términos de las relaciones de pertenencia y de inclusion. Esta no es una propiedad intrinseca
de los niimeros naturales sino una peculiar propiedad de la construccién de los niimeros
naturales de von Neumann. No tiene por qué ocurrir en otros sistemas de Peano.

Proposicion 6.25 El orden estricto de w coincide con la pertenencia y el orden reflexivo
coincide con la inclusion. Por tanto, para cada n,m € w,

1. n<me<nem

2. n<m<=nCm
En particular, para cadan € w, n ={m:m € wAm < n}.

Prueba. Comenzamos demostrando por induccién en n que para cadan € w,n = {m:m €
wAm < n}. El caso n = 0 es claro dado que 0 = 0 = {m : m € w A'm < 0}. Consideramos
ahora el caso inductivo. Queremos mostrar que S(n) = {m : m € w Am < S(n)}. Por
hipétesis inductiva n = {m : m € w Am < n} y por definicién S(n) =nU {n}. Como S(n)
es el sucesor inmediato de n en el orden, usando estos datos vemos que {m : m € w Am <
Sn)}={mmewrAm<n}={m:mewAm<n}U{n}=nU{n}=5S(n).

Establecido este punto podemos demostrar muy facilmente 1, pues si m,n € w,
men—eme{m:mewAm<n}—m<n.

Respecto a 2, supongamos primero que n < m y veamos que n C m. Tenemos que
n < mVn = m. En el caso n < m sabemos por 1 que m € n. Como los niimeros na-
turales son transitivos, resulta entonces que m C n. Pero S(n) = nU{n} y por ello también
m C S(n). El caso m = n es obvio dado que S(n) = n U {n}. Ahora falta establecer que
si m,n € wy m C n, entonces m < n. Lo hacemos por induccién en m. El caso m = 0
no ofrece dificultades dado que 0 = @ C n. Supongamos ahora que S(m) < n y veamos
que S(m) C n. Por un lado m < n y entonces la hipétesis inductiva nos garantiza que
m C n. Por otro lado m < n y por I tenemos que m € n, con lo cual {m} C n. Como
S(m) =mU {m}, uniendo estos dos resultados se concluye que S(m) C n.

También se puede introducir el orden directamente a partir de la operacién de sucesién,
sin necesidad de esperar a tener la suma. La definicién adecuada es en ese caso como sigue:

m<ne—VX(X CwAVk(kewnSk)eX mkeX)AneX -meX).
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Capitulo 7

Conjuntos Finitos y Conjuntos
Infinitos

Definicién Un conjunto X es finito si hay un nimero natural n tal que
X~{m:mewAm<n}.

Si no hay tal nimero natural, se dice que el conjunto X es infinito. Obsérvese que el con-
junto {m : m € w A'm < n} tiene n elementos. Ademds en la construccién efectuada de
los nimeros naturales resulta que {m : m € w A m < n} = n. Por tanto exactamente igual
podriamos haber dicho que X ~ n.

Observaciones 7.1 1. 0 es finito.
2. Si X es finito, también lo es X U {a}.
3. St X es finito, también lo es X \ {a}.

4. Los subconjuntos de un conjunto finito también son finitos.

Prueba. Los nimeros naturales son conjuntos finitos, de manera que # = 0 lo es. Para
mostrar ahora 2, supongamos que X es finito. Si @ € X entonces X U{a} = X y por ello es
finito. Consideremos la otra posibilidad: ¢ € X. Por ser X finito hay un ndmero natural n
tal que X ~ n. Sea f una biyeccién de X en n. Como n ¢ n, f U {{(a,n)} es una biyeccién
entre X U{a} y nU{n}. Pero n U {n} es el nimero natural n + 1. Por tanto X U {a} es
finito.

8. Sea X finito. Mostramos por inducciéon natural que para cada n € w, si X ~ n
entonces X \ {a} es finito. En el caso n = 0 debe ser X = ) y por tanto X \ {a} = X es
finito. Supongamos que X ~ n + 1 y recordemos que n + 1 = n U {n}. Sea f una biyeccién
entre X y nU{n}. Podemos suponer que a € X, pues en otro caso X \ {a} = X. Definimos

9= (f ~{{a, f(@)), {(f 1 (n),m)}) U {{a,n), (f~"(n), f(a))}.

Es fécil comprobar que también ¢ es una biyeccién entre X y n U {n}. Como g(a) = n,
resulta que g [ (X ~\ {a}) es una biyeccién entre X \ {a} y n, de manera que X \ {a} es
finito.
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4. Supongamos que X es finito. Mostramos de nuevo por induccién natural que para
cada n € w, si X ~ n entonces todos los subconjuntos de X son finitos. En el caso n =0 la
cosa es clara pues X es vacio y el tinico subconjunto de () es . Consideremos ahora el caso
inductivo X ~ n + 1. Como X # (), podemos escoger a € X. Por 3 sabemos que también
X ~{a} es finito. De hecho la prueba de 3 nos indica que X \ {a} ~ n, de manera que po-
demos aplicar la hipdtesis inductiva y garantizar que todos los subconjuntos de X \ {a} son
finitos. Sea Y un subconjunto de X. Entonces Y ~\ {a} es un subconjunto de X \ {a} y por
tanto es finito. En el caso de que a € Y resulta que Y es finito porque Y =Y ~ {a}. Y en el
caso de que a € Y tenemos que Y = (Y~ {a})U{a} y por 2 podemos concluir que Y es finito.

Lema 7.2 1. Un ndmero natural no es nunca biyectable con un subconjunto propio suyo.

2. Si X es un conjunto finito, hay un unico ndmero natural n tal que X ~ n.

Prueba. 1. Mostramos por induccién natural que para cada n € w, n no es biyectable con
ningtn subconjunto propio suyo. Ello es claro para el caso inicial n = 0 dado que 0 = ) no
tiene subconjuntos propios. Consideremos el caso inductivo n + 1. Supongamos, buscando
una contradiccién, que existe una biyeccién f entre n+1 = nU{n} y un subconjunto propio
suyo X C nU{n}. Si X Cn, entonces f [ n es una biyeccién entre n y X \ {f(n)}, que es
un subconjunto propio de n. Pero esto contradice a la hipdtesis inductiva. Por tanto X no
es un subconjunto de n, lo cual implica que n € X. Definimos

g=(f ~{{n, f(n), {(f~ (), m)}) U {{n,n), (f 71 (n), f(n))}-

Es otra biyeccién entre n U {n} y X y tiene la propiedad adicional de que g(n) = n. Pero
entonces g | n es una biyeccién entre n 'y X \ {n}, que es un subconjunto propio de n. Esto,
de nuevo, contradice a la hipdtesis inductiva.

2. Supongamos que el conjunto finito X es biyectable con los nimeros naturales n y m.
Entonces n ~ m. Si son nimeros distintos, uno de ellos es menor que el otro y por tanto
un subconjunto propio del otro. Pero esto contradice al punto 1.

Definicién Si X es un conjunto finito, mediante |X| nos referimos al inico nimero na-
tural con el que X es biyectable. Llamamos a |X| la cardinalidad de X. Obsérvese que, de
acuerdo con esto, para cada nimero natural n, |n| = n.

Observaciones 7.3 Sea X un conjunto finito.

1. |X|ew.

2. X ~|X|.

3. Sin€ewyX ~n, entonces | X|=n.

4. SiY es finito, entonces X ~Y siy solo si | X| =Y.

Observaciones 7.4 1. |} =0.

2. Si X es finito ya ¢ X, entonces | X U{a}| =|X|+1.
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3. 81 X es finito y a € X, entonces | X|=|X \ {a}| + 1.
4. Si X es finitoeY C X, entonces |Y| < |X].

Prueba. Esencialmente es una repeticién de las pruebas de 7.1.

Muy a menudo se establece que todos los conjuntos finitos X tienen una cierta propie-
dad efectuando una induccion en | X|. Esto significa que se muestra por induccién en n, que
para cada numero natural n, si | X| = n, entonces X tiene la propiedad en cuestién. Los
casos a analizar son entonces, el caso inicial |X| = 0, y el caso inductivo, donde se muestra
que los conjuntos X con |X| = S(n) tienen la propiedad usando la hipétesis inductiva segin
la cual los conjuntos Y con |Y| = n tienen la propiedad.

Proposiciéon 7.5 Si X,Y son conjuntos finitos entonces los conjuntos X UY y X NY
también son finitos y
IXUY|+|XNnY|=|X|+]|Y]

En particular, st X, Y son conjuntos finitos disjuntos, entonces |[ X UY| = |X|+ |Y].

Prueba. Mostramos por induccién en |Y| que si X,Y son finitos y disjuntos, entonces
X UY| = |X|+|Y]. De ello se sigue que en general, si X,Y son finitos, entonces [X UY| +
|XNY| = |X|+]Y|. Larazén de que se siga es que | XUY |+|XNY| = [(X\Y)UY |+|XNY| =
(I XNY[+[YD+|XNY|=(X\NY|+|XNY)+[Y]|=|(X\Y)U(XNY))|+]|Y]|=
| X|+1Y|. Comenzando ya la induccién, vemos que el caso |Y'| = 0 significa Y = @) y entonces
| XNY|=|X|=|X|4+0=]|X]|+]|Y]|. Consideramos ahora el caso inductivo. Sea S(n) = |Y|
y X NY = (. Entonces Y # (), de manera que podemos escoger a € Y. Sea Y’ =Y ~ {a}.
Utilizando ahora las Observaciones 7.4 vemos que |Y”'| = n. Como también X NY” = (), por
la hipétesis inductiva tenemos que | X UY’| = |X| 4+ |Y’| = |X| 4+ n. Usando de nuevo las
Observaciones 7.4 y ademads el hecho de que a € X UY | concluimos que

[XUY|=|(XuY)U{a} = |XUY'|+1=(X|+n)+1=|X|+Sn)=|X|+]|Y]

Proposicién 7.6 Si X, Y son conjuntos finitos, entonces también X XY es finito y

X x Y[ =[X]-[Y].
Prueba. Efectuamos una induccién en [Y]. Si [Y'| = 0, entonces Y = (), con lo cual X xY = ()
y|XxY|=0=]|X]|-0=|X||Y]. Consideremos ahora el caso inductivo |Y'| = S(n). Entonces
hay a € Y,y si Y/ =Y \ {a}, resulta que |Y'| = n, de modo que, por hipdtesis inductiva,

|X xY’| =|X]|-n. Observemos ahora que X xY = (X xY’)UX x {a} y que los conjuntos
X xY'y X x {a} son disjuntos. Aplicando entonces la Proposicién 7.5, vemos que

X x Y] =X x Y| +|X x {a}| = |X| - n+|X x {a}].

Pero es facil ver que X ~ X x {a}, de manera que |X x {a}| = |X|. Reuniendo estos datos
y usando la definicién del producto se concluye que

(X x Y| =|X]-n+[X]|=[X]-S(n) =[X]- Y]

Proposicién 7.7 Si X,Y son conjuntos finitos, entonces también XY es finito y

1YY= [y
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Prueba. Hacemos induccién en |X|. En el caso |X| = 0| tenemos X = (J, con lo cual
Xy = {0} y asi | XY | = {0}| = 1 = |[Y|° = |Y|X]. Consideramos ahora el caso inductivo
|X| = S(n). Escogemos a € X y ponemos X’ = X ~ {a}. Por hipétesis inductiva, | X'Y| =
[Y|"*. Observemos que X’ y {a} son conjuntos disjuntos y X = X’ U {a}, de modo que
podemos usar la Proposicién 5.23 y la Proposicién 7.6 para obtener que

| Xy| = |y | = | XY ]y =y ey,
Se comprueba que (%Y ~ Y y entonces se puede concluir usando la definicién de exponen-

ciacién que
XY =Y Y] = Y50 = |y~

Corolario 7.8 Si X es finito, entonces también P(X) es finito y
[P(xX)] = 2%,

Prueba. Se sigue de la Proposicién 7.7 usando también la Proposicién 5.24.

Ejercicio 7.9 Mostrar que la union de una coleccion finita de conjuntos finitos es finita.

Proposiciéon 7.10 w es infinito.

Prueba. La funcién sucesor S : w — w es inyectiva y su recorrido es w ~\ {0}. Por tanto, es
una biyeccién entre w y w ~ {0}, que es un subconjunto propio de w. Pero del Lema 7.2 se
sigue facilmente que ningin conjunto finito puede ser biyectable con un subconjunto propio
suyo.

Definicién Sean X e Y conjuntos arbitrarios. Ponemos X < Y y decimos que X tiene
tamano menor o igual que X si hay una funcién inyectiva de X en Y. Escribimos X <Y y
decimos que X tiene menor tamarno que Y si X <Y pero no hay ninguna biyeccién entre
X eY, esdecir, X Y.

Teorema 7.11 (Schroder-Bernstein) Si X <Y yY < X, entonces X ~ Y.

Prueba. Sean f : X — Y y g : ¥ — X funciones inyectivas. Queremos obtener una
biyeccién entre X e Y. Definimos por recursién una funcién auxiliar j : w — P(X) mediante
las cldusulas

. J(0) = X ~ g[Y]
= §(S(n)) = glfli(m)]]:

y definimos la funcién i : X — Y mediante las clausulas
v h(xz) = f(z) si hay un n € w tal que = € j(n).

» h(z) =g 1(x) si para cadan € w, x & j(n).
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Observemos antes que nada que la funcién estd bien definida, pues si x € X pero = & j(n)
para cada n € w, entonces x € X \.j(0) C rec g, de manera que tiene sentido aplicar g~* a .
Verificaremos a continuacién que h es inyectiva y exhaustiva, con lo cual quedara establecido
que es una biyeccién entre X e Y. Para establecer que es inyectiva, supongamos que z,y € X
son distintos pero que h(x) = h(y) y veremos cémo de ello se obtienen contradicciones.
Como tanto f como ¢~! son inyectivas, la tnica posibilidad es que uno de ellos, digamos
que x, pertenezca a algin j(n) mientras que el otro no esté en ningin j(n). Entonces
F(2) = h(z) = h(y) = g-1(y). Como x € j(n), resulta que g(f(z)) € gl/[j(n)]] = J(S(n).
Sin embargo g(f(z)) = g(¢~'(y) = y, de modo lo que estamos afirmando es que y € j(S(n)),
en contra de la hipétesis de que y no pertenecia a ningtin valor de j.

Finalizamos mostrando que h es exhaustiva. Sea y € Y y veamos que y € rec h. Si hay
un n € w tal que y € f[j(n)], entonces y € rech, pues y = h(f~1(y)). Y si para cada n € w
resulta que y ¢ f[j(n)], entonces podemos mostrar que para cada n < w, g(y) € j(n). En
efecto, si n = 0, resulta que g(y) &€ j(0) porque j(0)Nrecg = @. Y si n # 0, entonces hay un
m € w tal que n. = S(m) y no puede ser que g(y) € (S(m)) pues j(S(m)) = glfLi(m)]] y
y & f[j(m)]. Establecido que g(y) no estd en ningin valor de j, vemos que su valor mediante
h debe ser h(g(y)) = g~ *(g(y)) = v, lo cual establece que y € rec h también en este segundo
caso.

Observaciones 7.12 1. X <Y ANY <XZ—-X<Z7
2. XIYNY <XZ—->X<Z
3. X<YANY<XZ—-X<Z

Prueba. El punto 1 es claro, pues si f : X — Y es inyectivay g : Y — Z es inyectiva,
entonces go f : X — Z es inyectiva. Mostramos 2y omitimos la prueba de 3, pues es similar.
Supongamos que X <Y y que Y < Z. Por 1 ya sabemos que X =< Z. Falta mostrar que
X o4 Z. Supongamos lo contrario, X ~ Z. Entonces Z <Y, pues Z < X A X <Y. Por
otro lado Y < Z. Aplicando el Teorema 7.11 concluimos que Y ~ Z, lo cual contradice a la
hipdtesis de que Y < Z.

Proposiciéon 7.13 Sean X,Y finitos.
1. XY« |X|<|Y]
2. X <Y < | X|<|Y|

Prueba. 1. Supongamos primero que |X| < |Y|. Por la Proposicién 6.25 sabemos que el
orden < coincide con la inclusién, de manera que | X| C |Y|. Entonces la identidad en | X|
es una funcién inyectiva de |X| en |Y|y asi | X| < |Y]. Como X ~ |X|y Y ~ |V, también
X =Y. Para demostrar la otra direccion, supongamos ahora que X < Y. Si no ocurre que
|X| < |Y], entonces |Y| < |X|. En particular |Y| < |X| y por lo ya demostrado ¥ < X. Por
el Teorema 7.11 X ~ Y, con lo cual |X| = |Y|. Pero esto contradice a |Y| < |X|. El punto
2 se sigue de I teniendo en cuenta que | X|=Y|— X ~ Y.

La siguiente caracterizacién de la relaciéon < de tener menor tamano se aplica inicamente
a conjuntos finitos. Es incorrecta para conjuntos infinitos. Por ejemplo la funcién sucesor
S 1w — w es inyectiva pero no exhaustiva. Pero eso no significa que w < w.
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Proposicion 7.14 Si XY son finitos, entonces X <Y si y sélo si hay una funcion
inyectiva de X en'Y que no es exhaustiva.

Prueba. Con independencia de la finitud, es claro que si X < Y existe una funcién inyec-
tiva de X en Y que no es exhaustiva, pues no hay ninguna biyeccién entre X e Y. Para la
otra direccion la finitud de X e Y es esencial. Supongamos que hay una funcién inyectiva
f X — Y que no es exhaustiva. Sea Z = rec f. Entonces Z y Y ~ Z son dos conjuntos
finitos disjuntos cuya unién es Y. Por tanto |Y| = |Z| + |Y \ Z]|. Como |Y \ Z| es un
ntimero natural distinto de cero, de la Proposicién 6.22 se sigue que |Z| < |Y|. Pero f es
una biyeccién entre X y Z, de modo que X ~ Z y asi |X| = |Z|. En definitiva, | X| < [Y].
Por la Proposicién 7.13 se concluye que X < Y.

Lema 7.15 Supongamos que oo = w o0 « € w. Sea <x un orden total del conjunto X y sea
fra— X. Sipara cada n € w tal que S(n) € a se tiene f(n) <x f(S(n)), entonces para
cada n,m € a, sin < m entonces f(n) <x f(m). Ademds f es inyectiva.

Prueba. Mostramos por induccién en m que si n,m € a'y n < m entonces f(n) <x f(m).
El caso m = 0 no ofrece dificultades dado que el antecedente es falso. Consideremos el caso
S(m). Sean < S(m). Entonces n < m. Si n = m tenemos f(n) = f(m) <x f(S(m)) por la
hipétesis del lema. Y si n < m obtenemos por hipédtesis inductiva que f(n) <x f(m). Como
f(m) <x f(S(m)), concluimos también en este caso que f(n) <x f(S(m)). La inyectividad
de f se obtiene de modo inmediato a partir de lo ya establecido, pues si m,n € a'y m # n,
entonces m < mn on < m, con lo cual f(n) <x f(m) o f(m) <x f(n). En cualquier caso

f(n) # f(m).

Proposicion 7.16 El Principio del Buen Orden implica que para cada conjunto infinito
X, w=X.

Prueba. Sea X un conjunto infinito arbitrario. Por el Principio del Buen Orden existe un
buen orden <x de X.Sea a el menor elemento de X. Sea f : P(X) — X la funcién que
asigna a cada subconjunto no vacio Y de X el menor elemento f(Y') de Y en el buen orden
<x y que asigna a ) el menor elemento a de X. Usando la Proposicién 6.2 definimos ahora
la funcién g : w — X mediante las clausulas

1. g(0)=a

2. Paracadan €w, g(S(n))=f{z:z2€ X Az >x g(n)})

Mostraremos ahora que g es inyectiva, lo cual dara el resultado de que w < X. Supongamos
primero que para cada n € w el conjunto {z : z € X Ax >x g(n)} es no vacio. En ese
caso g(S(n)) >x g(n) para cada n € w pues g(S(n)) € {x: x € X Ax >x g(n)}. Por el
Lema 7.15, de ello se sigue que g es inyectiva. Por tanto w < X. Supongamos ahora que hay
unn € w parael que {z: z € X Az >x g(n)} = 0. Escojamos n minimo con tal propiedad.
Entonces para cada m € w tal que S(m) < n se tiene como antes que g(m) <x g(S(m)).
Usando de nuevo el Lema 7.15 tenemos que param, k < n,sim < k, entonces g(m) <x g(k).
En particular g [ S(n) es inyectiva. Veremos que de hecho es una biyeccién entre S(n) y
X, con lo cual X no puede ser infinito. Sea € X. Debe ser x <x g(n) ya que no puede
ser  >x ¢g(n). Hay entonces un menor m € w tal que m < S(n) y z <x g(m). Sim =0,
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entonces = a y por tanto z € g[S(n)]. Y si m # 0, entonces hay k tal que S(k) = m. En
ese caso g(k) <x = < g(m). Pero entonces x = g(m) pues g(m) = g(S(k)) se ha definido
precisamente como el menor elemento de X que es mayor que g(k) en <x. En definitiva,
para cada = € X hay siempre un m < S(n) tal que g(m) = x. Esto significa que g [ S(n)
es una funcién exhaustiva de S(n) en X y por ello una biyeccién entre S(n) y X. Pero esto
entra en contradiccion con la infinitud de X.

Usando el Principio del Buen Orden podemos caracterizar ahora a los conjuntos finitos
como los conjuntos que no son biyectables con ningtin subconjunto propio. Esta caracteri-
zacion tiene la ventaja de que no presupone los niimeros naturales en su formulacién.

Corolario 7.17 El Principio del Buen Orden implica que para cada conjunto X, X es
finito si y solo si X no es biyectable con un subconjunto propio suyo.

Prueba. El hecho de que si X es finito entonces no es biyectable con ningin subconjun-
to propio se sigue del Lema 7.2. Para la otra direccién, supongamos que X es infinito y
veamos que X es biyectable con un subconjunto propio. Por la Proposicion 7.16 sabemos
que w = X, de manera que hay una funcién inyectiva f : w — X. Sea Y = rec f y sea
a = f(0). Del mismo modo que la funcién sucesor S es una biyeccién entre w y w ~\ {0},
la composicién g = f oS o f~1 es una biyeccién entre Y y Y \ {a}. Entonces la funcién
h =gUIx.y es una biyeccién entre X y X \ {a}, que es un subconjunto propio de X.

Para finalizar, enunciamos una proposicién que asegura que entre los conjuntos de ta-
mano infinito no es posible encontrar uno mayor que todos los demds. Hay, por tanto,
infinitos tamanos posibles para los conjuntos infinitos.

Proposiciéon 7.18 Para cada conjunto X existe un conjunto Y tal que X <Y.

Prueba. Sea X un conjunto arbitrario. La funcién f : X — P(X) definida por f(z) = {z}
es inyectiva. Por tanto X < P(X). Pero por el Teorema 5.22 sabemos que X  P(X).
Uniendo estos resultados se concluye que X < P(X).

Con un poco més de trabajo se puede demostrar que para cada conjunto X existe
un conjunto Y cuyo tamano es estrictamente mayor que el de X, es decir, no hay tamanos
intermedios entre el de X y el de Y. Usando el Principio del Buen Orden se puede establecer
a continuacién que los tamanos infinitos comienzan con el tamano del conjunto w de los
nameros naturales, tamano que se designa mediante Ng, y que a este tamano le siguen
inmediatamente los tamanos Ni,N,,.... Los conjuntos de los ntmeros enteros y de los
ntimeros racionales tienen el tamano Ry, pero el conjunto de los ntimeros reales tiene tamano
280 que es mayor o igual que X;. La Hipétesis del Continuo sostiene que 280 = ;.

La cuestién de si hay conjuntos que tengan tamano superior a todos los X,, obtenidos
con los distintos nimeros naturales n € w no puede resolverse con los axiomas que hemos
introducido hasta el momento, ni siquiera usando el Principio del Buen Orden. Este pro-
blema se resuelve en sentido positivo si se anade el Esquema Aziomdtico del Reemplazo. La
teoria presentada hasta el momento es la teoria Z de Zermelo. Este esquema de axiomas
anadido a la teoria Z de Zermelo nos da la teoria ZF de Zermelo-Fraenkel. Formulamos el
Esquema de Reemplazo usando la nocién de relacién en un sentido intuitivo, sin presuponer
que se trate de un conjunto, del mismo modo que usabamos la nociéon de propiedad para
formular el Esquema de Separacién. El Esquema del Reemplazo establece entonces que para
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cada relacién R(z,y) expresable mediante una férmula de la légica de primer orden en el
lenguaje de nuestra teoria se verifica lo siguiente:

Vaeyz(R(z,y) AN R(x,z) = y = z) — YuIoVy(y € v < Jz(z € u A R(z,y))).

Para completar la lista de axiomas de la teoria ZF conviene decir un par de palabras
sobre el Azioma de Regularidad. Muy a menudo se anade a los axiomas ya enunciados. Es
el enunciado siguiente:

Ve(z #0— Jy(y ez Ayna =0)).

Este axioma contribuye a simplificar ciertas demostraciones, incluso en el desarrollo
de las propiedades de los nimeros naturales. Por otro lado al anadirlo a nuestro sistema
axiomatico podemos explicar con cierto rigor cuales son los conjuntos que existen pues son
los que se obtienen efectuando ciertas operaciones que proporcionan la llamada jerarquia
acumulativa o jerarquia de von Neumann. Pero estas cuestiones exceden los limites de estas
notas.

Ejercicio 7.19 Demostrar usando el Azioma de Regularidad que no hay ningin conjunto
x tal que x € x y también que no hay conjuntos x,y tales que (x € y ANy € x).
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