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Capitulo 1

Preliminares

Un tipo de semejanza o un lenguaje es un conjunto de simbolos, cada uno de los cuales
puede ser una constante o un simbolo de funcién n—ddico para algin nimero natural n >
1 o, finalmente, un predicado n—ddico para algin n > 1. Usamos habitualmente c,d, ...

) ) ) )

para constantes, F,G, ... para simbolos de funcién, P, @, R, ... para predicados y L para
lenguajes. Los simbolos l6gicos son los conectores =, A\, V, —, <, los cuantificadores ¥V, 3, el
stmbolo de igualdad =, los paréntesis ), ( y las variables vg, vy, . ... Si el contexto lo permite

usamos = en vez de = para el simbolo de igualdad. También usamos z,y, z,u, v, w para
referirnos a variables cualesquiera e incluso a tuplas de variables.

Sea L un lenguaje. Los términos de L son las variables, las constantes de L y las ex-
presiones obtenidas con la siguiente regla: si F' € L es un simbolo de funcién n—-adico y

t1,...,t, son términos de L, entonces también lo es F't;...t,. Para facilitar la lectura
escribimos a veces F'(t1,...,t,) en vez de F't1...t,. Usamos t,r para términos. La nota-
cién t = t(x1,...,2,) se usa para expresar que las variables que aparecen en el término ¢
estan en la lista de distintas variables x1,...,x,, lo cual no significa que todas ellas deban
aparecer en t. Sin necesidad de escribir ¢ = t(x1,...,2,), la mera introduccién de la nota-
cién t(xq,...,x,) tiene el mismo significado, a saber, que consideramos un término cuyas
variables estan en la lista x1,..., 2.

Las ecuaciones del lenguaje L son las expresiones de la forma t; = to, donde ¢1 y t2 son
términos de L. Las formulas atémicas de L son las ecuaciones de L y las expresiones de la
forma Rt; ...t, donde R € L es un predicado n—éadico y t1,...,t, son términos de L. En
vez de Rty ...t, escribimos en ocasiones R(t1,...,t,) para facilitar la lectura. Las férmulas
de L son las férmulas atémicas de L y las expresiones obtenibles mediante las siguientes
reglas:

1. Si ¢ es una férmula de L, también lo es —p.
2. Si ¢ y 9 son férmulas de L, también lo son (¢ A¢), (@ V), (¢ = ¢) y (¢ < ).

3. Si ¢ esuna férmula de L y = es una variable, entonces también Vap y Jxp son férmulas
de L.

Usamos ¢, ¥, x, 0,... y en ocasiones también § y o para férmulas y usamos X, ', A y a
veces también @, ¥, para conjuntos de férmulas. Obsérvese que el nimero de términos de
L y también el nimero de férmulas de L es a lo sumo |L| + w.



Una aparicién de una variable z en una férmula ¢ es una aparicién ligada si esta dentro
de una férmula de la forma Vxi o dzi. En otro caso se dice que se trata de una aparicion
libre. Las wvariables libres de una férmula son las que tienen alguna aparicién libre en la
férmula. Todas las variables de una férmula atéomica son por tanto libres. La notacion
o =p(z1,...,z,) se usa para indicar que las variables libres de ¢ aparecen en la secuencia
de distintas variables z1,...,z,. Como en el caso de los términos, la mera introduccién de
o(x1,...,z,) implica que estamos considerando una férmula cuyas variables libres estédn
entre x1,...,x,. Una sentencia es una férmula sin variables libres.

Conte Ly pe L indicamos que t es un término de L y que ¢ es una férmula de L. La
notacién ¢ € L,, se usa para expresar que ¢ es una férmula de L y que para alguna secuen-
cia Z1,...,&pn, ¢ = p(x1,...,2,). Normalmente p(z) € L, supone que z es una n—-tupla
de variables. En ocasiones queremos hacer una separacién en dos grupos de las variables
libres de ¢. Por ejemplo, ¢ = @(1,...,Tn;Y1,---,Ym) Separa las variables z1,...,z, de
las variables y1, ..., yn,. Se sobreentiende entonces que los conjuntos de variables en cues-
tién son disjuntos y que las variables libres de la férmula aparecen en la lista completa
X1, 3 Tn,Y1,-- -, Ym. Finalmente, ¢(z,y) € Ly, ,, indica que z es una n—tupla de variables
y que y es una m-tupla (disjunta de x).

Se dice que M es una L-estructura o una estructura de tipo L si M consta de un universo,
que es un conjunto no vacio y que también designamos con M, y de una interpretacién s
de cada uno de los simbolos s de L de acuerdo con lo siguiente:

1. La interpretacién de una constante es un elemento del universo: ¢™ € M para cada
ce L.

2. La interpretacion de un simbolo funcional n—adico es una operacién n—adica en el
universo: FM : M"™ — M para cada F € L n-adico.

3. La interpretaciéon de un predicado n—adico es una relacién n—ddica en el universo:

RM C M™ para cada R € L n—4dico.

Usamos M y N para estructuras.

Sea M una estructura de tipo L. Una interpretacién de las variables en M es una funcién
T que asigna a cada variable z un elemento 7(z) del universo de M. La denotacién en M
de un término ¢ € L bajo una interpretacién 7 es un elemento t™[r] del universo de M
definido de acuerdo con lo siguiente:

1. oM

7] = m(x) para cada variable z.
2. M[r] = ¢™ para cada constante ¢ € L.

3. (Fty...tp)M[r] = FM#M[r],..., tM[r]) para cada F € L n-4dico y cualesquiera
términos tq,...,t, de L.

Se define ademds la relacién de satisfaccion M = p[r] como sigue:

1. M =ty = to[n] siy sélo si tM [x] = t) [x].
2. M |= R(ty,... t,)[x] siysélosi (tM[x],... . tM[x]) € RM.

n

3. M = —[n] siy sélo si M B~ o[n]



4. M E (p A)[r] siy sdlo si M = ¢lr] y M | ¢[n]. Hay cldusulas andlogas para
(p V), (¢ = ) v (p < 1) de acuerdo con el significado de cada conector.

5. M &= Jxy[n] siy sélo si M = ¢[r?] para algiin @« € M. Aqui 7% es la interpretacién
que coincide en todo con 7 excepto en que 7%(x) = a, es decir, 7% = (7~ {(z,7(z))})U

{(z,a)}.
6. M |=Vaplr] siy sélo si M = ¢[r?] para cada a € M.

Se dice que M satisface a ¢ con m o que ¢ es verdadera en M bajo 7 si M = p[rx].

Lema 1.1 Si las interpretaciones w1 y 7o asignan los mismos valores a las variables de t,
entonces tM[my] = tM[m]. Y si m y w2 asignan los mismos valores a las variables libres de
©, entonces M = p[m1] si y sélo si M = p[ma].

Sit=t(z1,...,7,), la tnica informacién que aporta 7 para determinar tM[r] es cudles
son los valores m(z1), ..., 7(xy,). Siai,...,a, € M, lanotaciéon t™[ay,. .., a,] se emplea pa-
ra designar la denotacién M [7] bajo cualquier 7 que verifique 7(x1) = ay, ..., 7(Tn) = apn.
En particular, si en t no hay variables t™ es la denotacién de t en M bajo cualquier inter-
pretacién 7. Hay una notacién andloga para férmulas. Si ¢ = ¢(z1,...,2,), entonces M =
plai, ..., ay] significa que M |= p[r] bajo cualquier 7 tal que 7(z1) = a1, ...,7(zs) = an.
Y si ¢ es una sentencia, M |= ¢ significa que M | @[n] para cualquier w. En la précti-
ca escribiremos tM(ay,...,a,) en vez de tMay,...,a,] y M = ¢(a1,...,a,) en vez de

M = play, ..., an).

Sea x1,...,x, una secuencia de variables distintas. La sustitucion simultdnea de las
variables x1,...,x, por los términos t1,...,t, en el término t es el término
t( tl e tn )
1 ... Ip

obtenido al reemplazar al tiempo cada variable x; que aparezca en t por el correspondiente
término t;. La sustitucion simultdnea de las variables x4, ..., x, por los términos t1,...,t,
en la formula ¢ es la férmula
t1 tn
o )

1T ... Ip

obtenida al reemplazar primero las variables ligadas de ¢ por otras que no aparezcan ni

en ri,...,Ty, ni en ninguno de los términos ; y a continuaciéon reemplazar al tiempo cada

variable x; por el correspondiente término ¢;. Se escribe en ocasiones t(t1,...,t,) en vez de

t( ill ;Z ) v @(ti, ... tn) en vez de o ill ZLL ).

Lema 1.2 Sea t; = t;(y1,...,ym) para cadat =1,...,n. Si t = t(x1,...,x,) entonces
tte, .o to)Mar, . am) = M M (ar, . am), . M (ag, . am)).

Y si o =@(x1,...,2,) entonces

ME oty ..., th)]a1, ..., am] < M):@(t{VI(al,...,am),...,tflw(al,...,am))



Sean L C L’ lenguajes y sean M y M’ estructuras de tipo L y L’ respectivamente. Si
tienen el mismo universo e interpretan del mismo modo los simbolos de L, entonces se dice
que M’ es una expansion de M a L' y que M es la restriccion de M’ a L. La restriccién
de M’ a L se denota con M’ | L.

Lema 1.3 Sea M una estructura de tipo L y sea M’ una expansiéon de M a L' D L. Si
t = t(z1,...,2n) € L y a1,...,a, € M, entonces tMl(al,...,an) = tM(ay,...,a,). Y
sip = @(x1,...,2,) € L y ay,...,a, € M, entonces M' = p(ai,...,a,) si y sdlo si
M':(p(ala"'aan)

Sea M una estructura de tipo L' y A C M. Sea C = {¢, : a € A} un conjunto de
constantes tales que ¢, # ¢, para cualesquiera a,b € A distintos y ¢, € L para cada a € A.
M posee una expansiéon natural a L U C, la expansién en la que cada constante ¢, se
interpreta como el correspondiente elemento a de A. Nos referimos con las notaciones

Ma = (M, (a)aca) = (M,a)aca

a esa expansion. Normalmente la eleccién del conjunto C' es irrelevante y nos referimos al
lenguaje ampliado L U C con la notacién L(A). A menudo simplificaremos incluso la nota-
ciéon admitiendo que tomamos a = c,, es decir, que cada elemento es usado como constante
que se refiere a si mismo en la expansion. Si el conjunto A es finito y la tupla a es una
enumeracion suya, también usamos (M, a) para referirnos a esta expansion de M.

Si ¥ es un conjunto de férmulas de L, se dice que X es satisfacible si existe una L—
estructura y una interpretacién m en M tales que M = X[n], es decir, tales que M = o[r]
para cada o € X. Esta nocién es independiente de la eleccién de L. Una férmula ¢ es sa-
tisfacible si el conjunto {¢} lo es. Un conjunto de sentencias ¥ es entonces satisfacible si
existe una estructura M tal que M E X, es decir M |= o para cada o € . Decimos en
ese caso que M es un modelo de ¥. Definimos ademds Mod,(3) como la clase de todas las
L—estructuras que son modelo de X.. Para una sentencia o ponemos Mody, (o) = Mody ({c}).

Sea ¥ un conjunto de férmulas de L y ¢ una férmula de L. Decimos que ¢ es conse-
cuencia de ¥y escribimos ¥ | ¢ si para cada L-estructura M y cada interpretacién de
las variables w en M, si M = X[r], entonces M = ¢[r]. Obviamente ¥ F~ ¢ si y sélo si
Y U {—¢} es satisfacible. Por el Teorema de Completud de la légica de primer orden sa-
bemos que ¥ = ¢ es equivalente a ¥ - ¢, es decir, a la existencia de una deduccién de ¢
con premisas en . Usamos la notacién 3 F ¢ como equivalente a ¥ = ¢ cuando lo consi-
deramos conveniente. Esta nocién es también independiente de la eleccién del lenguaje L.
Para férmulas ¢ y 1) ponemos ¢ = ¢ en vez de {¢} = 1. Si ¥ es un conjunto de sentencias
de L y o es una sentencia de L, entonces ¥ = o significa que Modr(X) C Mody (o). Dos
férmulas ¢ y 9 son ldgicamente equivalentes si ¢ = 19 y 1 | ¢. Escribimos entonces ¢ = 1.
Si se trata de sentencias de lenguaje L esto significa que Mody (p) = Mody,(¢)).

La légica proposicional es un fragmento de la légica de primer orden. Fijemos un lenguaje
L. Las variables proposicionales pueden identificarse con ciertas férmulas de L, las formulas
primas. Estas son las férmulas atémicas y las que comienzan con un cuantificador. Obsérvese
que toda férmula de L se obtiene a partir de las férmulas primas mediante procedimientos
propios de la légica proposicional. Una interpretacion proposicional de L es una aplicacion
que asigna a cada férmula prima ¢ de L un elemento del conjunto {0,1}. Si v es una



interpretacién proposicional de L, v se extiende de una tnica manera a una aplicacién v*
que asigna a cada férmula de L un elemento de {0,1} y cumple las condiciones

1. v*(—p) = 1 siy sélo si vk(p) =0
2. v*(p A1) =1siy sblosiv(p)=v*(yp) =1
3. v*(p V1) =0sly sblosi v(p) =0v* () =0

(

(

4. v*(p—1p) = 0siy sélosi v*(p) =0y v (1) =1
( =v* ().

*

(
5. v*(p < ) = 1 siy sélo si v*(p)
Se dice que v satisface ¢ si v*(¢) = 1. Una férmula ¢ de L es una tautologia si todas las
interpretaciones proposicionales de L la satisfacen. Una férmula ¢ de L es una consecuen-
cia tautoldgica o consecuencia proposicional de un conjunto ¥ de férmulas de L si toda
interpretacién proposicional que satisface a todas las férmulas de X satisface también a (.
Finalmente, un conjunto ¥ de féormulas de L es proposicionalmente satisfacible si hay una
interpretacién proposicional de L que satisface a todas las férmulas de ¥. Se cumple lo

siguiente

1. Las tautologias son férmulas validas.
2. Las consecuencias tautoldgicas son consecuencias.

3. Los conjuntos satisfacibles son proposicionalmente satisfacibles.

De acuerdo con el siguiente lema siempre es suficiente tratar problemas de satisfaci-
bilidad y consecuencia para sentencias en vez de para férmulas arbitrarias. Aunque no lo
enunciemos explicitamente, lo mismo ocurre a nivel proposicional.

Lema 1.4 Sea ¥ un conjunto de férmulas de L y ¢ una formula de L. Sea C = {c,, : n € w}
un conjunto de nuevas constantes distintas, es decir CNL =0 y c, # ¢ paran #m. Si ¥/
y ¢’ son obtenidos a partir de ¥ y ¢ sustituyendo cada variable v, por la correspondiente
constante c,, entonces ¥/ es un conjunto de sentencias de LU C, ¢’ es una sentencia de
LUC y ademds:

1. 3 es satisfacible si y sélo si Y es satisfacible.

2. X = psiysdlosiy E .

Un literal es una férmula atéomica o la negaciéon de una férmula atéomica. Una férmula
esta en forma normal conjuntiva si es una conjuncion de disyunciones de literales y esta en
forma normal disyuntiva si es una disyuncién de conjunciones de literales. Una férmula
estd en forma prenera si no tiene cuantificadores o es de la forma

Qi1x1Q2z2 ... Qnanp

donde ¢ no tiene cuantificadores, las variables son todas distintas y cada @); es o bien V o
bien 3. Se llama a ¢ la matriz de la forma prenexa y a Q121Q2x3 ... Q,x, €s su prefijo
cuantificacional.



Lema 1.5 Para cada férmula ¢ = p(21,...,xy) de L existe una correspondiente férmula
Y =1(x1,...,Tm) de L que estd en forma prenexa y es ldgicamente equivalente a p. Ademds
podemos anadir la condicion de que la matriz esté en forma normal disyuntiva o conjuntiva.

Se dice que una férmula es universal o es una férmula V si estd en forma prenexa y el pre-
fijo cuantificacional tiene inicamente cuantificadores universales. Es existencial o férmula 3
si esta en forma prenexa y el prefijo cuantificacional sélo tiene cuantificadores existenciales.
Esta terminologia se inscribe dentro de una clasificacién de las formas normales que descri-
bimos a continuacién. Una férmula es H?l si estd en forma prenexa y su prefijo consta de
n bloques alternados de cuantificadores siendo el primer bloque una sucesién de cuantifica-
dores universales, el segundo de existenciales, etc. Es Zg si estd en forma prenexa con un
prefijo de n bloques alternados de cuantificadores siendo el primer bloque una sucesién de
cuantificadores existenciales, el segundo de universales, etc. De acuerdo con esto, las férmu-
las sin cuantificadores son las Hg y las Zg, las universales son las H(l) y las existenciales

son las 2(1) Las férmulas Hg se llaman también férmulas V3 y las Zg se llaman también 3v.

Definimos a continuacién las formas normales de Skolem. Para cada férmula ¢ hay una
forma normal de Skolem para la satisfacibilidad y una forma normal de Skolem para la
validez. Ninguna es, en general, equivalente a ¢. Consideremos primero el caso de la satisfa-
cibilidad. Para definir la forma de Skolem ** de ¢ es conveniente transformar primero ¢ en
una férmula prenexa en cuyo prefijo no se repiten variables. Si en esta forma prenexa no hay
cuantificadores existenciales ella misma es, por definicién, la forma normal de Skolem para
la satisfacibilidad. Supongamos que, por el contrario, tiene algin cuantificador existencial.
Entonces es de la forma

Vay ... Vo, yy

donde % es una férmula prenexa con un cuantificador existencial menos y por tanto pode-
mos suponer, efectuando una definicién recursiva, que la forma normal de Skolem para la
satisfacibilidad 1** de 1) ya estéd definida. Elegimos un simbolo funcional n—adico F' que no
aparezca en ¥*F (una constante ¢ que no aparezca en ¥** en el caso n = 0) y definimos

(pSk = VSC1 Ce VIank(%xlnﬁn)'

Obsérvese que p°F tiene las mismas variables libres que ¢ y que no tiene el simbolo de
igualdad a no ser que ¢ lo tenga. Por otro lado ¢** puede tener simbolos que no aparecen
en : constantes y simbolos funcionales. El hecho fundamental sobre estas féormulas es el
siguiente.

Lema 1.6 La forma de Skolem para la satisfacibilidad ©°* de ¢ es una férmula universal
que es satisfacible si y solo si ¢ lo es.

La forma de Skolem para la validez de ¢ se obtiene a partir de la forma normal para
la satisfacibilidad de —p. Si (=p)** = Vx;...Vx,1 donde en 1 ya no hay cuantificado-
res, entonces se define la forma normal de Skolem para la validez de ¢ como la férmula
Jxy ... 3z, ). De nuevo es una férmula con las mismas variables libres que ¢ y en la que
no aparece el simbolo de igualdad si no aparece en . El correspondiente hecho fundamental
es como sigue:

Lema 1.7 La forma normal de Skolem para la validez de una féormula ¢ es una formula
ezistencial que es vdlida si y solo si ¢ es vdlida.



Con la tUnica precaucion de introducir constantes y simbolos funcionales distintos para
féormulas distintas se puede generalizar la construccion de formas de Skolem para la satisfa-
cibilidad de modo que se aplique a conjuntos de férmulas. Si ¥ es un conjunto arbitrario de
formulas, {©** : p € ¥} es un conjunto de férmulas universales que es satisfacible si y sélo si
Y. lo es. De este modo a efectos de satisfacibilidad basta tratar con férmulas universales y a
efectos de validez basta con férmulas existenciales. Sin embargo ello es a costa de introducir
simbolos funcionales. Existe una variante de la construccién de Skolem que no introduce
nuevos simbolos funcionales sino nuevos predicados. La forma para la satisfacibilidad que
se obtiene en este caso no es en general universal sino V3 y la forma para la validez es 3V.

Una teoria de lenguaje L es un conjunto 7T de sentencias de L que estd cerrado bajo
consecuencia, es decir, que verifica o € T para cada sentencia o de L tal que T |= 0. Si
K es una clase de estructuras de tipo L, la teoria de K es el conjunto de sentencias de
L que son verdaderas en todas las estructuras de K. Se designa con Th(K) y obviamente
es una teoria. Ponemos ademds Th(M) = Th({M}). Por otro lado si ¥ es un conjunto de
sentencias de L, entonces T = {0 € L : ¥ |= 0} es una teoria. Se dice que ¥ es un conjunto
de aziomas para T o una axiomatizacion de T. Se dice que una clase K de L—estructuras
es A—elemental si hay un conjunto ¥ de sentencias de L tal que Mody(X) = K y se dice
que es elemental si hay una sentencia o de L tal que Mody () = L. Obsérvese que si T es
una teorfa de lenguaje L, entonces |T'| = |L| 4+ w es el ndmero de férmulas (y de sentencias)
de L.

Lema 1.8 1. Mod(T) = (,cp Mod (o).
2. Th(K) = (psex Th(M).
3. Si Kj C K, entonces Th(K3) C Th(K7).
4. Si ¥ C g, entonces Mody,(X2) € Mody(X1).
5. Th(Mod (X)) ={c € L:X [ o}.

6. Modp(Th(K)) es la menor clase A—elemental que extiende a K.

10



Capitulo 2

Homomorfismos

Definicién (Homomorfismo, homomorfismo estricto) Sean M y N estructuras de
tipo L. Una funcién f: M — N es un homomorfismo si

1. f(cM) = ¢V para cada constante ¢ € L.

2. f(FM(a)) = FN(f(a)) para cada sfmbolo de funcién n—adico F' € L y cada n—tupla
a€c M.

3. Sia € RM, entonces f(a) € RY para cada predicado n-4dico R € L y cada n-tupla
a€ M.

Se dice que el homomorfismo es estricto si ademas

4. a € RM siy sélo si f(a) € RY para cada predicado n—ddico R € L y cada n—tupla
a€c M.

Definicién (Férmulas positivas) Se llaman férmulas positivas a las férmulas que se
obtienen a partir de las férmulas atémicas mediante conjunciones, disyunciones y cuantifi-
cacién asi como las férmulas equivalentes a éstas.

Lema 2.1 Sea f: M — N un homomorfismo.

1. Para cada término t € L y cada tupla a € M, f(t™(a)) =tV (f(a)).

2. Si f es exhaustivo, para cada férmula positiva p(x) y cada tupla a € M, si M = ¢(a),
entonces N = ¢(f(a)).

3. Si f es exhaustivo y estricto, entonces para cada férmula sin igualdad o(x) y cada
tupla a € M, M |= ¢(a) siy sdlo si N = o(f(a)).

Definicién (Inmersién, isomorfismo) Una inmersion de M en N es un homomorfismo
estricto inyectivo de M en N. Un isomorfismo entre M y N es una inmersion exhaustiva
de M en N. Escribimos en ese ultimo caso f : M = N. Decimos que M y N son isomorfos
y escribimos M =2 N si existe un isomorfismo entre M y N.

11



Lema 2.2 Sea f: M — N una inmersion.

1. Para cada formula sin cuantificadores p(x) y cada tupla a € M, M |= p(a) si y sélo

N = ¢(f(a)-

2. Para cada formula existencial ¢(z) y cada tupla a € M, si M = ¢(a), entonces

N = ¢(f(a)).

3. Para cada férmula universal p(z) y cada tupla a € M, si N = ¢(f(a)), entonces

M E ¢(a).

Proposicién 2.3 Si [ es un isomorfismo entre M y N, entonces para cada férmula o(x)
y cada tupla a € M, M = p(a) si y sélo si N = o(f(a)).

Proposiciéon 2.4 1. La identidad en M es un isomorfismo entre M y M.
2. Si f: My = My, entonces f~1: My = M.
3. 8 f: M =M,y yqg:My= Ms, entonces go f : My = Ms.

Definicién (Congruencia, cociente) Una congruencia en M es una relacién de equi-
valencia F en M tal que

1. Si F' € L es n—4dico, para cualesquiera n—tuplas (a1,...,a,) y (b1,...,b,) en M, si
E(a;,b;), entonces E(FM(ay,... a,), FM(by,...,b,)).

2. Si R € L es n—4dico, para cualesquiera n—tuplas (a1,...,a,) y (b1,...,b,) en M, si
E(a;,b;), entonces (ay,...,a,) € RM siy sélosi (by,...,b,) € RM.

Si M es una estructura de tipo L y E es una congruencia en M, entonces el cociente M/E
es la estructura de tipo L y universo M/FE caracterizada por

1. ¢M/F = [¢M]g para cada constante ¢ € L.
2. FM/E([a1)g, ..., |an)E) = [FM(a1,...,an)]E para cada F € L n-édico.

3. RME = {([a1]Eg, ..., |an]E) : (a1,...,a,) € RM} para cada R € L n-édico.

Proposicién 2.5 Si E es una congruencia en M, entonces la aplicacion f: M — M/E
definida por f(a) = [a]g es un homomorfismo estricto exhaustivo. Y si f : M — N es un
homomorfismo estricto exhaustivo y E = {(a,b) € M x M : f(a) = f(b)}, entonces E es
una congruencia en M y la aplicacion g : M/E — N definida por g([alg) = f(a) es un
isomorfismo entre M/E y N.

Corolario 2.6 Sea E una congruencia en M.

1. Para cada término t(x1,...,x,) y cada n—tupla (ay,...,a,) en M,

tME((a1] g, ... Jan)E) = [tM (a1, . .., an)]E.
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2. Para cada formula sin igualdad o(x1,...,2,) y cada n—tupla (a1,...,a,) en M,
M E p(ay,...,a,) siy sélo si M/E = o(la1]E, - -, [an]E)-

Sea E € L un predicado diddico. Hay un conjunto Ag ;, de sentencias de L que expresan
que F es una congruencia respecto a los simbolos de L. Se trata del conjunto formado por
las siguientes sentencias:

1. VaE(x,x)
2. Voy(E(z,y) — E(y,x))
3. Veyz(E(xz,y) N E(y,2z) — E(z, 2))

4. v331 e TplYt - ~yn(E(‘rlayl) AR '/\E(xnayn) - E(F(‘Tla o axn)v F(ylv o 7yn))) para
cada simbolo funcional n-ddico F' € L

5. Va1 .. Zpyn - Yn(E(z1,y1) A -+ AN E(Zn,yn) A R(z1,...,2,) — R(y1,...,yn)) para
cada predicado n-adico R € L

Obviamente M = Ap 1, siy sélo si EM es una congruencia en M.

Proposicién 2.7 Sea ¥ un conjunto de sentencias sin igualdad, sea E € L un predica-
do diddico y sea Ag, 1, el conjunto de sentencias que expresan que E es una relacion de
congruencia respecto a los simbolos de L. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. XU AEg, 1 es satisfacible.

2. X tiene un modelo en el que E se interpreta como la igualdad.

Prueba. Por un lado, si M es un modelo de ¥ U Ag ;, entonces EM es una congruencia en
M y M/E es un modelo de ¥ en el que E se interpreta como la igualdad. Por otro lado,
si M es un modelo de ¥ en el que E se interpreta como la igualdad, entonces M también
satisface Ag 1, pues la igualdad es una congruencia en M.

Definicién (Automorfismo) Un automorfismo de la estructura M es un isomorfismo
de M en M. Si A C M, un A—automorfismo o automorfismo sobre A es un automorfismo
de M4, es decir, es un automorfismo de M que es la identidad en A. El conjunto de los
automorfismos de A se designa con Aut(M) y el conjunto de los A-automorfismos de M
con Aut 4 (M) o Aut(M/A). Obviamente Aut(M) y Aut(M/A) son grupos con la operacién
de composicion.

Proposicién 2.8 Para cada dos tuplas a,b € M de la misma longitud sea Oyp = {f €
Aut(M) : f(a) = b}. Los conjuntos {Oqp : a,b € M} son una base de abierto-cerrados para
una topologia en Aut(M). Con esta topologia Aut(M) es un grupo topoldgico Hausdorff y
totalmente disconezo.

Prueba. La coleccién F = {Oq : a,b € M} verifica | JF = Aut(M) y esta cerrada bajo in-

tersecciones finitas dado que Oq N O¢ g = Ogepa- Por tanto es una base para una topologia
en Aut(M). Cada Og p es un abierto-cerrado, pues Aut(M)N Oy p = J{Ouc : ¢ € M, ¢ # b}.
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La topologia es Hausdorff pues si, f # ¢g hay un elemento a € M tal que f(a) # g(a). En-
tonces f € Oq 5(a)> 9 € Oayga) Y Oa,f(a) N Oayg(a) = 0. Con esta topologia Aut(M) es un
grupo topoldgico pues la antiimagen de O, ; mediante la operacién de producto de grupo
es la unién de los conjuntos Og . X O, para ¢ € M y su antiimagen en la operacién inversa
del grupo es Op 4.

Proposicién 2.9 Un subgrupo G de Aut(M) es cerrado si y sdlo si existe una expansion
M’ de M tal que G = Aut(M’).

Prueba. Con esta topologia, que un subconjunto X de Aut(M) sea cerrado significa que
para cada f, f € X siy sélo si para cada tupla a existe un g € X tal que f(a) = g(a).
Entonces, si M’ es una expansiéon de M y G = Aut(M’) es claro que que G es un subgrupo
de Aut(M) y que el hecho de que un f € Aut(M) pertenezca a G depende sélo de cémo f
transforma las tuplas de M, de manera que si para cada tupla a hay g € G con f(a) = g(a),
tenemos que f € G. A la inversa, si G es un subgrupo cerrado de Aut(M), para cadan > 1
consideramos las drbitas de las n—tuplas de M bajo la accién de G. Para cada tal érbita
X introducimos un predicado n—4dico Ry y lo interpretamos como la érbita X. Sea M’ la
consiguiente expansién de M. Es facil verificar que G = Aut(M’).
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Capitulo 3

Teoremas de Compacidad y
Lowenheim-Skolem

Definicién (Finitamente satisfacible, ejemplificaciones) Sea ¥ un conjunto de sen-
tencias de lenguaje L. Decimos que Y es finitamente satisfacible si cada subconjunto finito
de X es satisfacible. Sea ademéas C' C L un conjunto de constantes. Decimos que X tiene
ejemplificaciones en C si para cada férmula con a lo sumo una variable libre ¢ = ¢(x) € L
tal que dxp(x) € ¥ existe ¢ € C' tal que ¢(c) € 3.

Lema 3.1 Sea L un lenguaje y C un conjunto de constantes tal que LNC =0 y |C| =
|L| + w. Eziste entonces un conjunto A de sentencias de LU C' tal que

1. 81 Y es un conjunto finitamente satisfacible de sentencias de L, también X U A es
finitamente satisfacible.

2. SiT' D A es un conjunto de sentencias de L UC que estd cerrado bajo Modus Ponens
(es decir, ¢ € T siempre que p € T y (p — ) € T'), entonces T tiene ejemplificaciones
en C.

Prueba. Sea k = |C| = |L| + w y sea C = {c¢; : i < k}. Podemos obtener una enumeracién
(p; 11 < k) de las férmulas de L U C' con una variable libre de modo que para cada i < k,
;i = @i(x;) sea una férmula de LU {¢; : j < i}. (Esa enumeracién se obtiene a partir de
una enumeraciéon cualquiera de longitud x simplemente comenzando con una férmula de
L y repitiendo en cada caso el nimero de veces que sea preciso una férmula hasta que la
siguiente acabe siendo del lenguaje que corresponda). Definimos entonces

A = {(Fwipi(x;) — wilei)) 1 i<k}

Es claro que se cumple el punto 2. Respecto a 1, consideremos un conjunto ¥ de sentencias
de L que es finitamente satisfacible. Para cada a < k, sea

Ay = {Fzipi(zi) — pilei) 1 i<al.

Vemos por induccién que para cada o < k, 3 U A, es finitamente satisfacible. Ello es
claro para a = 0y, por la hipdtesis inductiva, para « limite. Supongamos que ¥ U A, es
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finitamente satisfacible y veamos que también lo es
SUAL1 =X UALU{ (Bzapalta) — valca)) -

Como tanto ¢, como las férmulas de XUA, sonde LU{ ¢; : i < a },y cq no es de ese lengua-
je, lo que queremos mostrar es un caso particular del siguiente hecho de caracter general: si I'
es un conjunto satisfacible de sentencias de un tipo de semejanza L, ¢ = ¢(x) es una férmu-
la de L y la constante ¢ no es de L, entonces tambien es satisfacible TU{ (3zp(z) — ¢(c)) }.
La razén es que en un modelo M de I" siempre podemos interpretar libremente la constante
¢ de modo que se satisfaga el condicional.

Lema 3.2 (Lema de Lindenbaum) Si ¥ es un conjunto finitamente satisfacible de sen-
tencias de L, entonces ¥ puede extenderse a un conjunto de sentencias de L que es mazximal
respecto a la satisfacibilidad finita.

Prueba. Sea X la colecciéon formada por todas las extensiones de X en L que son fini-
tamente satisfacibles. X estd parcialmente ordenado por inclusién y toda cadena Y en X
tiene cota superior, pues | JY € X. Por el Lema de Zorn, X tiene un elemento maximal,
que es lo que buscamos.

Lema 3.3 Sean X un conjunto de sentencias de L y C C L un conjunto de constantes tales
que

1. ¥ es maximal en L respecto a satisfacibilidad finita |

2. 3 tiene ejemplificaciones en C.
Entonces existe un modelo M de tipo L tal que

3. ¥ = Th(M),
4. M = {M:ceC}.
Prueba. Sea 7 el conjunto de los términos de L que no tienen variables. Definimos en 7°

la relacién ~ :
ti~ty &t =ty €3

Como ¥ es maximal respecto a satisfacibilidad finita, si o es consecuencia de un subconjunto
finito de 3, entonces o € . De ello se sigue que ~ es una relaciéon de equivalencia en 7 y
ademds que tiene las dos siguientes propiedades:

(i) Si F es un simbolo funcional n-ddico de L y para cada i (1 <i < n) t; ~ t,, entonces
Fty...t, ~Ft, .. .t

(ii) Si P es un predicado n-ddico de L, Pty ...t, € ¥ y paracadai (1 <i<mn)t; ~t,
entonces Pt} ...t € X.

Construimos un modelo M de tipo L cuyo universo es el conjunto cociente
T/ ~={[t]~ : teT}.

La interpretacién de los simbolos de L es como se indica:

16



(iii) Para cada constante c € L, M = [c]~.

(iv) Para cada simbolo funcional n-ddico F' € L y cualesquiera ty,...,t, € T,
FM([t1]my . [tn]e) = [Fti.. . tn]~.
(v) Para cada predicado n-ddico P € L y cualesquiera t1,...,t, € T,

PM = {([t1]ms- -y [tn]~) s Pt t, € X

Ya podemos ver que se cumple la condicién 4. Sea a € M y veamos que hay c € C tal que
a=cM. Hayt €T tal que a = [t]~. Como ¥ |= Jz 2 = t, resulta que Iz x =t € ¥ y como
Y tiene ejemplificaciones en C, hay ¢ € C tal que ¢ =t € X. Pero entonces ¢ ~ t y por
tanto, a = [t]~ = [c]~ = ¢M. Ahora es facil probar por induccién que

(vi) Para cada término t € 7, tM = [t]..
y con esto y (ii) vemos que
(vii) Para cada sentencia atémica o de L, M =0 & o€ X.

Sélo falta generalizar (vii) a cualquier sentencia o de L. Ello puede hacerse por induccién.
La hipotesis de que ¥ es maximal respecto a satisfacibilidad finita nos sirve para los casos
=@ v (¢ V). Consideremos el caso Jxp(x). Por 4 tenemos que

M = Jzp(z) siysblosihay ceC tal que M = o(c),
y como Y tiene ejemplificaciones en C,
Jxp(x) € ¥ siy sélosi hay ¢ € C tal que ¢(c) € X.

De estos dos hechos y de la hipétesis inductiva para ¢(c) se sigue el resultado para Jxp(z).

Teorema 3.4 (Teorema de Compacidad) Si X es un conjunto finitamente satisfacible
de sentencias de L, entonces ¥ tiene un modelo (de cardinalidad < |L| + w).

Prueba. Sea k = |L| + w y sea C un conjunto de constantes tal que CNL =0y |C| = k.
Sea A el conjunto de sentencias de L U C' garantizado por el Lema 3.1. Entonces ¥ U A
es finitamente satisfacible. Sea I" la extensién de 3 U A que nos da el Lema 3.2. T es un
conjunto de sentencias de LUC' que es maximal respecto a satisfacibilidad finita y que tiene
ejemplificaciones en C. Sea M el modelo de tipo L U C que el Lema 3.3 nos proporciona
para I'. Como M = {c™ : ¢ € C}, la cardinalidad de M es < k. Entonces M | L es un
modelo de tipo L que satisface ¥ y que tiene cardinalidad < k.

Observaciones 3.5 1. Aungue el Teorema de Compacidad se ha enunciado para con-
juntos de sentencias, vale también para conjuntos de féormulas: sustituyendo las va-
riables libres por constantes se obtiene un conjunto de sentencias que es equivalente
para satisfacibilidad.

2. Una consecuencia del Teorema de Compacidad es que si X = o entonces existe un
subconjunto finito g de ¥ tal que 3¢ = 0.
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3. Otra consecuencia del Teorema de Compacidad es que si K es una clase de L—
estructuras, K es elemental si y sdlo si tanto K como su complemento (respecto a
la clase de todas las L—estructuras) son A-elementales.

Teorema 3.6 (Teorema de Léowenheim-Skolem) Si un conjunto ¥ de sentencias de
L tiene un modelo infinito, entonces para cada cardinal K > |L| + w tiene un modelo de
cardinalidad k.

Prueba. Sea k > |L| +w y sea C = {¢ : i < £} un conjunto de constantes nuevas y
distintas, es decir, CNL =0y ¢; #¢;parai < j < k. Seal =XU{-¢;=¢; : i<j <k}
Como X tiene un modelo infinito, I' es finitamente satisfacible. Por el Teorema 3.4, T" tiene
un modelo M de cardinalidad < |L U C|+ w, es decir, < k. Pero como M = —¢; = ¢; para
i < j < K, la cardinalidad de M debe ser exactamente k. Entonces M [ L es un modelo de
tipo L que satisface X y tiene cardinalidad k.

El modelo M asociado al conjunto de sentencias 3 en la prueba del Lema 3.3 se llama en
ocasiones modelo de Henkin de Y. Una variante de esa construccioén, los llamados modelos
de Herbrand, son més tutiles para conjuntos de sentencias sin igualdad y proporcionan una
versiéon del Teorema de Lowenheim-Skolem para la légica de primer orden sin igualdad.
Describimos a continuacién esa construccién.

Definicién (Estructura de Herbrand) Sea L un lenguaje que contiene al menos una
constante. Llamamos universo de Herbrand al conjunto H (L) formado por los términos sin
variables de L. Se trata de un conjunto no vacio. Se dice que una L—estructura M es una
estructura de Herbrand o un modelo de Herbrand si su universo es H(L) y ademas,

» ¢M = ¢ paracada c € L.

« FM(ty,...,t,) = Ft,...t, para cada simbolo funcional n-4dico F € L y cualesquiera
t1,...,tn € H(L)

Lema 3.7 Sean X un conjunto de sentencias de L y C C L un conjunto de constantes tales
que

1. ¥ es maximal en L respecto a satisfacibilidad finita |

2. 3 tiene ejemplificaciones en C.
Entonces existe una estructura de Herbrand M de tipo L tal que

3. Para cada sentencia o de L sin igualdad, o € X si y sdlo si M Eo.
Prueba. A diferencia de la prueba del Lema 3.3, no necesitamos definir ahora ninguna
relacién de equivalencia en H(L) = 7, sino que tomamos directamente 7 como universo

del modelo M. La interpretacion de los simbolos de L es como se indica:

(iii) Para cada constante ¢ € L, cM = c.
(iv) Para cada simbolo funcional n-ddico F' € L y cualesquiera t1,...,t, € T,

FM(ty,. .. ty) = Fty...t,.
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(v) Para cada predicado n-ddico P € L y cualesquiera tq,...,t, € T,

PM = {(ty,...,tp): Pty...t, € S}

Por induccién se muestra facilmente que para cada término sin variables ¢, t™ =t y que
para cada sentencia sin igualdad o, o € X si y sélo si M = o.

Teorema 3.8 Si un conjunto 3 de sentencias sin igualdad de L es consistente, entonces
para cada cardinal k > |L| + w tiene un modelo de cardinalidad k.

Prueba. Sea k > |L| + w y sea C = {¢; : i < k} un conjunto de constantes nuevas y
distintas, es decir, CNL =0y ¢; # ¢j para i < j < k. Por los lemas 3.1 y 3.2, ¥ puede
extenderse a un conjunto I' de sentencias de L U C que es finitamente satisfacible y tiene
ejemplificaciones en C. Aplicando el Lema 3.7 a I" obtenemos un modelo de Herbrand M
cuyo universo es H(LUC) y que satisface a todas las sentencias de X. Claro estd, M tiene
cardinalidad x.

Observacion 3.9 Los modelos de Henkin pueden obtenerse como cocientes de los modelos
de Herbrand. FEllo permite obtener una prueba alternativa del Lema 3.3 a partir del Le-
ma 3.7 y la Proposicion 2.7.

Teorema 3.10 Sea ¥ un conjunto de sentencias universales sin igualdad de un lenguaje
L que contiene al menos una constante. Entonces ¥ es satisfacible si y solo si 2 tiene un
modelo que es una estructura de Herbrand.

Prueba. Sea N una L—estructura arbitraria. Existe una estructura de Herbrand M asociada
de modo natural a N. Es la estructura de Herbrand M en la que para cada predicado n—
adico R € L,

RM ={(t1,...,t,) € M" : N = Rt;...t,}.

N induce una relacién de congruencia en M, la relacion definida por ¢1 ~ to si y sélo si
N [ t1 = to. Se puede formar, por tanto, la estructura cociente M/ ~. Existe una inmersién
natural de M/~ en N. Es la aplicacién f : M/~ — N definida por f([t]~) = tV. Por 2.2
sabemos que una sentencia universal verdadera en N debe ser verdadera en el cociente de
la estructura de Herbrand. Por 2.6 si no tiene simbolo de igualdad serd también verdadera
en la estructura de Herbrand misma.

Lema 3.11 Si X es un conjunto de sentencias sin cuantificadores y sin igualdad, entonces
Y es satisfacible si y solo si X es proposicionalmente satisfacible.

Prueba. Si v es una interpretacién proposicional que satisface a X3, se obtiene una estructura
de Herbrand M que es un modelo de ¥ interpretando cada predicado n—adico R € L
mediante la clausula

RM = {(t,...,t,) € M™ : v satisface Rt;...t,}.
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Teorema 3.12 (Herbrand) Sea ¢ = 3x1...x,1 una sentencia sin igualdad de tipo L y
supongase que P no tiene cuantificadores. Entonces o es valida si y sélo si existen términos
de L, t1,...,tm.n para los que la disyuncion

(d)(tla s 7tn) \ w(tn—&-l, cee atQ-n) V...V q/)(t(m—l)vn—i-lv s ;tm-n))

es una tautologia.

Prueba. Sin perder generalidad, supondremos que el lenguaje L contiene al menos una
constante. Por 3.10, en la medida en que trabajemos con sentencias universales sin igualdad,
a efectos de satisfacibilidad podemos limitarnos a considerar estructuras de Herbrand. Sea
M una tal estructura de Herbrand y sea ¢ = Vz;...Vz,% una sentencia universal sin
igualdad en la que ¥ = ¢(z1,...,2,) es una férmula sin cuantificadores. Claramente, ¢
es verdadera en M si y sélo si para cualesquiera términos sin variables t4,...,t, de L, en
M es verdadera la sentencia v (t1,...,t,). Por tanto, la satisfacibilidad de Vz; ...Va,1 es
equivalente a la satisfacibilidad del conjunto ¥ = {¢(t1,...,tn) : t1,...,t, € H(L)}. Por
compacidad, el conjunto ¥ es satisfacible si y sé6lo si todos sus subconjuntos finitos son
satisfacibles. Por tanto la satisfacibilidad de Vz; ...Vz,1 es equivalente a que para cada m
y cualesquiera t1,...,ty,., € H(L) la sentencia

Yty tn) AN(tpgr, oy ton) Ao A (E—1)ong1s - > tmen)

sea satisfacible. Por 3.11, la sentencia universal ¢ = Vx; ...Vz,9 es satisfacible si y sélo si
para cada m y cualesquiera t1,...,tmn., € H(L), la sentencia

¢(t1» s at’n) ARRRNA ¢(t(m—1)~n+1, s 7tmn)

es proposicionalmente satisfacible. Como una sentencia es valida (una tautologia) si y sélo
si su negacién es satisfacible (proposicionalmente satisfacible), de ello se sigue el resultado.

Observacion 3.13 El Teorema de Herbrand reduce la validez en primer orden a validez
proposicional. Sus restricciones son que la sentencia debe ser existencial y que no debe con-
tener la igualdad. El problema de que p sea existencial no es gran impedimento si se utiliza
la forma normal de Skolem para la validez. Este procedimiento proporciona una sentencia
existencial que es vdlida si y sdlo si la sentencia original lo es. Respecto al problema de la
tgualdad, supongamos ahora que @ contiene la igualdad y sustituyamos las apariciones del
simbolo de igualdad en ¢ por un nuevo predicado binario E. Sea ¢’ la sentencia asi obte-
nida. Se puede suponer que el lenguaje L de ¢ es finito, de manera que el conjunto Ag p,
de la Proposicion 2.7 es finito y podemos formar su conjuncion §. Obsérvese que § es una
sentencia universal, de manera que (§ — ¢') es equivalente a una sentencia existencial.
Ahora bien, ¢ es vdlida si y sdlo si (§ — ¢') es vdlida y esta dltima sentencia no contiene
la igualdad.

Definicién (Teorias completas) Sea T una teorfa de lenguaje L. T es consistente si es
satisfacible o (por el Teorema de Compacidad) si es finitamente satisfacible. Es completa
si para cada sentencia o de L, o bien ¢ € T o bien —¢ € T. En ocasiones se dice que el
conjunto de L—sentencias X es completo si la correspondiente teoria {c € L : ¥ = o} es
completa.
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Definicién (Equivalencia elemental) Sean M y N estructuras del mismo tipo de se-
mejanza L. Decimos que M y N son elementalmente equivalentes y ponemos M = N si
satisfacen las mismas sentencias de L. Claro estd, estructuras isomorfas son elementalmente
equivalentes.

Observacion 3.14 Las siguientes condiciones son equivalentes para cualesquiera modelos

M, N de tipo L:

1. M=N.

2. Para cada sentencia o de L, si M = o, entonces N = o.
3. N |=Th(M).

4. Th(M) = Th(N).

Observacion 3.15 Para cualquier teoria consistente T son equivalentes:

1. T es completa.
2. Para cualesquiera dos modelos M, N de T, M = N.
3. Eziste un modelo M tal que T = Th(M).

Definicién (Teorias k-categéricas) Para cada cardinal k, sea I(T, k) el nimero de mo-
delos no isomorfos de T en la cardinalidad . Decimos que T es k-categdrica o categorica
en kst I(T,k) = 1.

Observacion 3.16 Si M es un modelo de cardinalidad k, existe un modelo isomorfo a M
cuyo universo es precisamente k. Si k > |L| +w, hay a lo sumo 2% modelos de tipo L cuyo
universo es k. Por tanto, I1(T, k) < 2" para k > |T)|.

Teorema 3.17 (Test de Los-Vaught) Sea T una teoria de lenguaje L y supdngase que
1. todos los modelos de T son infinitos y
2. T es k-categdrica en algin k > |L| + w.

Entonces T es completa.

Prueba. Sean M, My modelos de T y veamos que M; = M,. Sea Ty = Th(M;) y
Ty = Th(M;). Como M; y Ms son infinitos, podemos usar el Teorema de Léwenheim-
Skolem para obtener modelos de cardinal x, Ny =T y Ny | Ty. Entonces N; y N3 son
modelos de T de cardinal k y como T es k-categérica, N1 = Ns. En particular N7 = Ns.
Pero como M; = Ny y My = N», podemos concluir que M; = Ms.
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Capitulo 4

Extensiones elementales

Definicién (Subestructuras y extensiones) Sean M y N estructuras del mismo tipo
de semejanza L. Decimos que M es una subestructura de N o que N es una extension de M
y escribimos M C N si el universo de M es un subconjunto del universo de N y se cumplen
las siguientes condiciones:

1. Para cada constante ¢ € L, ¢cM = ¢N.

2. Para cada simbolo funcional n—4dico F € Ly cada n—tupla a € M, FM(a) = FN(a).

3. Para cada predicado n—4dico P € Ly cadan-tuplaa € M,a € PM siysélosia € PV.

Definicién (Conjunto L—cerrado) Sea M una estructura de tipo de semejanza L y sea
A C M. Decimos que A es un conjunto L—cerrado en M si A es no vacio, para cada cons-
tante ¢ € L, ¢c™ € A y para cada simbolo funcional n-4dico F' € L y cada n-tupla a € A,
FM(a) € A. Es claro que A es el universo de una subestructura de M si y sélo si A es un
conjunto L—cerrado en M.

Observacién 4.1 Si f : M — N es un homomorfismo, entonces f(M) es un conjunto
L—cerrado en N.

Proposicion 4.2 Sea M wuna estructura de tipo L y A C M. Supdngase que en L hay
constantes o que A # 0. Entonces existe un minimo subconjunto A’ de M que extiende a A
y es L—cerrado en M. Su cardinalidad es < |A|+ |L| + w.

Prueba. Definimos {A,, : n € w} de modo que Ag = AU{c™ :c€ L} y que

Apy1 =AU U {FM(a):a € A, F € L m-adico }.

mew

Entonces ponemos A" = J, ., An. Por induccién se muestra que para cada n € w, |A,| <
|A| + |L| + w. De ello se sigue que |A'| < |A] + |L| + w.
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Proposicion 4.3 Sea M C N ya € M una tupla.

1. Si o(x) no tiene cuantificadores, M = p(a) si y solo si N = ¢(a).
2. Si p(x) es universal y N = p(a), entonces M = p(a).
3. Si ¢(x) es existencial y M = ¢(a), entonces N = ¢(a).

Prueba. Por induccién puede mostrarse que para cada término t(z) de L, tM (a) =tV (a).
Con ello se prueba también por induccién I . Por su parte, 2y 3 se siguen de 1.

Definicién (Subestructuras y extensiones elementales) Sean M y N estructuras
del mismo tipo de semejanza L. Decimos que M es una subestructura elemental de N
o que N es una eztension elemental de M y escribimos M =< N, si M C N y ademaés pa-
ra cada férmula ¢(z) de L y cada tupla a € M se tiene que M = ¢(a) siy sélosi N = ¢(a).

Observacion 4.4 Si M =< N, entonces M = N. De hecho, supuesto que M C N, se tiene
que M < N si y sdlo si (M,a) = (N,a) para cada tupla a € M.

Teorema 4.5 (Test de Tarski-Vaught) Sea M una estructura de tipo L y A C M. Son
entonces equivalentes:

1. A es el universo de una subestructura elemental de M.

2. Para cada tupla a € A™ y cada formula p(x,y) € Ly 1, si M = Jyp(a,y) entonces
existe un b € A tal que M = ¢(a,b).

Prueba. 1 = 2 es claro. Para mostrar 2 = 1 veamos en primer lugar que A es el universo
de una subestructura de M, es decir, que es un conjunto L—cerrado en M. Para ver que
A # ) aplicamos 2 a la férmula y = y. Como M = Jyy = y, debe haber a € A tal
que M = a = a. Sea ¢ € L. Para mostrar que c™ € A, considérese la férmula y = c.

Por tltimo, si F € L es n-4dico y ay,...,a, € A, se garantiza que FM(ay,...,a,) € A
con la férmula y = Fzq...2,. Como M = Jyy = Fa;y ...a,, debe haber a € A tal que
M Ea=Fa...ay,,estoes, FM(ay,...,a,) € A. Establecido que A es el universo de una

subestructura N de M, veamos que N = M, es decir que para cada férmula ¢(z) € L,
y cada n—tupla a € N, M | ¢(a) si y sélo si N = ¢(a). Por la Proposicién 4.3 sabemos
que eso es asi para ¢ atéomica. Una induccién generaliza esto a cualquier ¢. Los casos - y
(¢ A1) no ofrecen dificultad. Consideremos el caso Jy p(x,y). Sea a € N™ y supongamos
primero que N = Jy(a,y). Hay entonces b € N tal que N | ¢(a,b). Por hipétesis in-
ductiva, M = ¢(a,b) y con ello M = Jy¢(a,y). Ahora supongamos que M = Iy (a,y).
Por 2, hay b € N tal que M = ¢(a,b). Por hipétesis inductiva, N = ¢(a,b) y con ello

N E 3ye(a,y).

Definicién (Inmersién elemental) Una inmersion elemental de M en N es una inmer-
sién f de M en N tal que para cada férmula ¢(x) de L y cada tupla a de M, M = p(a) si
y sélo si N |= ¢(f(a)). Decimos que M es inmersible en N y escribimos M C N si existe
una inmersién de M en N. Decimos que M es elementalmente inmersible en N y escribimos
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M < N si existe una inmersién elemental de M en N. Obviamente, M es inmersible en N
siy sélo si M es isomorfo a una subestructura de N y M es elementalmente inmersible en
N siy sélo si M es isomorfo a una subestructura elemental de N.

Lema 4.6 Sean M, N estructuras del mismo tipo de semejanza L.

1. M C N siy solo si eviste N' O M tal que N' = N.

2. M <N siy solo si existe N' = M tal que N' = N.

Prueba. Sea f una inmersién de M en N. Escéjase un conjunto A tal que M NA =10y
|A] = |N ~ f(M)]. Sea g : A — N ~ f(M) una biyeccién. Es facil definir una extensiéon N’
de M con universo M U A de modo que f U g sea un isomorfismo entre N’ y N. Si f es
elemental, la extensién obtenida de este modo es elemental.

Definicién (Diagrama y diagrama elemental) Sea M una estructura de tipo L y sea
C = {cs : @ € M} un conjunto de constantes tal que ¢, # ¢, para cualesquiera a,b € M
distintos y ¢, ¢ L para cada a € M. El diagrama de M (relativo a C) es el conjunto
Diag(M) = Diag. (M) formado por todas las sentencias de L U C' que son atémicas o ne-
gaciones de sentencias atémicas y que son verdaderas en My, = (M, (a)qenr)- El diagrama
elemental de M (relativo a C) es el conjunto formado por todas las sentencias de LUC que
son verdaderas en M),. El diagrama elemental de M es, por tanto, Th(Myy).

Proposicién 4.7 Sean M, N estructuras del mismo tipo L.

1. M C N siy sdlo si alguna expansion de N satisface el diagrama de M.

2. M <N siy sdlo si alguna expansion de N satisface el diagrama elemental de M.

Prueba. Sea f : M — N una inmersién. Definimos una expansién N’ de N a L U C po-
niendo cY "= f(a) para cada a € M. Utilizando la Proposicién 4.3 vemos que para cada
férmula o(z1,...,x,) sin cuantificadores de L y cada aq,...,an, € M, o(cqy,-..,¢qa,) €
Diag(M) si y s6lo si M | o(aq,...,a,) si y sélosi N E o(f(a1),..., f(an)) siy sélo si
N’ &= o(cqyy---,ca,). Por tanto, N’ |= Diag(M). Es claro que si f es elemental entonces
lo mismo vale para cualquier férmula o(z1,...,z,) de L y por tanto en ese caso N’ es un
modelo del diagrama elemental de M. Ahora supongamos que tenemos una expansién N’
de N que satisface Diag(M). Definimos f : M — N por f(a) = ¢ para cada a € M. Es
facil ver que f es una inmersién de M en N y que si N’ satisface el diagrama elemental de
M, entonces f es elemental.

Proposicion 4.8 Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Toda sentencia existencial verdadera en M es verdadera en N.
2. Toda sentencia universal verdadera en N es verdadera en M.

8. M es inmersible en una extension elemental de N.
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4. N es elementalmente inmersible en una extension de M.

Prueba. Es obvio que 1 y 2 son equivalentes. La equivalencia entre 8y 4 se sigue del
Lema 4.6. Por la Proposicién 4.3 se ve que &y 4 implican I y 2. Veamos finalmente que
1 implica 3. Sean C' = {¢,, : a € M}y D = {d, : a € N} conjuntos disjuntos de cons-
tantes para las respectivas expansiones My; y Npx. Mostraremos que Diag,, U Th(Ny)
es consistente. Por la Proposicién 4.7 y el Lema 4.6 ello implica que existe N’ = N
tal que M C N’. Por compacidad es suficiente con mostrar que para cada sentencia
o € Th(Mys) sin cuantificadores, Th(Ny) U {o} es consistente. Sea ¢(z1,...,2,) una
féormula del lenguaje L de M y N y sean ay,...,a, € M tales que 0 = ¢(ay,...,an).
Como M | Jzy...3x,9(x1,...,2,), por I también N | Jzq...3x,p(x1,...,2,). Sean
bi,...,bp € N tales que N E ¢(b1,...,bs). Si (Nn,b1,...,b,) es la expansién de Ny
en la que se interpretan las constantes dg,,...,d,, respectivamente como los elementos
bi,...,b, € N, entonces claramente (Ny,by,...,b,) E Th(Ny) U {c}.

Definicién (Cadenas, cadenas elementales y uniones de cadenas) Sea « un ordi-
nal. Una cadena de modelos de longitud « es una secuencia (M; : i < «) de modelos del
mismo tipo de semejanza tal que para cualesquiera i < j < a, M; C M;. Es una cadena
elemental si para cualesquiera i < j < a, M; = M;. La union de la cadena (M; :i < «) de
modelos de tipo L es el modelo M = |J,_, M; de tipo L cuyo universo es la unién de los
universos de los miembros de la cadena y donde se interpretan los simbolos de L como se
indica:

M

1. Sic e L, entonces ¢ = ¢M: donde i < « es arbitrario.

2. Si F € L es n—4dico y a es una n-tupla de M, entonces FM (a) = FMi(a) donde i es
cualquier ordinal < o que verifica a € M.

3. Si P € L es un predicado, PM = Uica PM:,

Es inmediato que para cada i < a, M; C J; ., M;.

Proposicién 4.9 (Lema de la cadena de Tarski) Si (M; : i < a) es una cadena ele-
mental, entonces para cada i < o, M; < UKQ M;.

Prueba. Sea M = |J;_, M;. Vemos por induccién en ¢ que para cada férmula o(z) de
L, cada i < o y cada tupla a € M;, M; = ¢(a) siy sélo si M | ¢(a). Como M; C M,
por la Proposicién 4.3 sabemos que esto es asi para ¢ atémica. Los casos = y (¢ A )
se siguen de la hipétesis inductiva. Consideremos el caso Jy p(z,y). Sea ¢ < a 'y a € M;.
Supongamos que M; = Jyp(a,y) v sea b € M; tal que M; | ¢(a,b). Por hipdtesis in-
ductiva, M = ¢(a,b) y con ello M = Jyp(a,y). Ahora supongamos que M = Jy p(a,y),
de modo que hay b € M tal que M |= ¢(a,b). Sea j tal que i < j < vy b € M;. Por
hipétesis inductiva, M; = ¢(a,b) y por tanto M; = Jy p(a,y). Como M; < M;, también
M; = 3y e(a,y).

Teorema 4.10 (Teorema ascendente de Lowenheim-Skolem) Si M es una estruc-
tura infinita de tipo L, entonces para cada cardinal k > |M| + |L| existe N = M tal que
|N| = k.
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Prueba. Sea T el diagrama elemental de M relativo a las constantes C' = {c, :a € M}. T
es entonces una teorfa de tipo L(M) = LU C que tiene un modelo infinito. Por el Teorema
de Lowenheim-Skolem T tiene un modelo en cada cardinal k > |L(M)|4+w = |L|+|M]|. Sea
N’ un modelo de T'. Por la Proposicién 4.7, M < N’ | L y por el Lema 4.6 existe N = M
tal que N = N’ | L.

Teorema 4.11 (Teorema descendente de Léwenheim-Skolem) Si M es una estruc-
tura infinita de tipo L y A C M, entonces para cada cardinal k tal que |L|+|Al+w < k < |M]|
existe N < M tal que AC N y |N| = k.

Prueba. Dada una férmula ¢ = ¢(z,y) € L, y una n—tupla a € M tal que M |=
Jy p(a,y), escojamos by, , € M tal que M = p(a,by,,q). Si X C M, pongamos

X' = U {bpa :a€e X", o =p(x,y) € Ly}
new
Definimos una cadena (X, : n € w) de subconjuntos de M. Comenzamos eligiendo X, como
un subconjunto de M que contiene a A y tiene cardinalidad x y ponemos X,, 11 = X,U(X,,)’.
Como | X'| < |X|+ |L| + w, por induccién en n vemos que para cada n € w, | X, | = k. Sea
Xo = Upew Xn- Entonces | X, | = sy (X,)" € X,. El Test de Tarski-Vaught garantiza
que X, es el universo de una subestructura elemental de M.

Teorema 4.12 Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. M, = M,

2. Hay N tal que M1 <N y Mz <N,

3. Hay N tal que My X N y My <N,

4. Hay Ny, Ng tales que My =< N1, My = Ny y N1 = N,.

Prueba. 1 = 2. Supongamos que M; = Ms. Sea D, el diagrama elemental de M; respecto
a las constantes C; = {c, : a € My} y sea Dy el diagrama elemental de M, respecto a
las constantes Cy = {c}, : a € Mz} elegidas de modo que C; N C2 = (). Por la Proposi-
cién 4.7 basta ver que D1 U Dy es satisfacible. Por el Teorema de Compacidad, para ello
es suficiente con mostrar que Dy U Dy es finitamente satisfacible. Como Dy y Dy estan
cerrados bajo conjunciones basta incluso con mostrar que si 09y € Dy y 02 € D3, entonces
(o1 A 02) es satisfacible. Existen férmulas @1 (z1,...,2,) y p2(x1 ..., z,) de L y secuencias
a1y an € My y by,..., by € Mo tales que 01 = ¢1(Cayy---1Ca,) Y 02 = ©2(Coyy .-y Ch, )
Claro estd, My = ¢1(a1,...,an) y Mo = @a(b1,...,b,). Como M; = Ms, tenemos en-
tonces que My | Jzq...xnp2(21,...,2,), vy por ello hay di,...,d, € M; tales que
M, E ¢a(dy,...,d,). Como Cy N Cy = B, podemos definir una expansién M;| de M;
interpretando las constantes cq,,...,cq, como los elementos ai,...,a, y las constantes
byy- -, Cp, como los elementos dy,. .., d,. Entonces Mj = (o1 A 02).

2= 8y 8= / se siguen del Lema 4.6.

4 = 1 es claro, pues si M < N, entonces M = N.

Corolario 4.13 Si M es una estructura finita, entonces M = N si y solo si M = N.
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Prueba. Sea M = N y M finita. Por el lema previo existen M’ = M y N’ = N tales
que M’ = N'. Sea n = |M|. Existe una sentencia o, en el tipo de semejanza vacio cuyos
modelos de tipo L son las estructuras de tipo L de cardinalidad n. Como M’ [ o, resulta
que M’ es también una estructura finita, de cardinalidad n. Siendo M y M’ estructuras
finitas del mismo tamafio con M C M’, debe ser M = M’. Como M’ = N’ tenemos que
también N’ = o, y N |= 0,. Por tanto también N y N’ son estructuras de tamano n. Por
la misma razén que antes, deber ser N = N'. En definitiva, M = N.
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Capitulo 5

Teoremas de conservacion e
invariancia

Definicién Sea A un conjunto de sentencias de L y sean M y N dos L-estructuras. Con
la notaciéon M = M indicamos que N |= § para cada § € A tal que M | 4. Si A(z) es un
conjunto de férmulas de L, y a € M, b € N son tuplas de la correspondiente longitud, con
(M,a) =a (N,b) indicamos que N |= §(b) para cada §(z) € A(z) tal que M = 6(a). Para
los casos de que A sea el conjunto de las sentencias universales, existenciales o universales-
existenciales de L escribimos M =y M, M =3 M y M =v3 M respectivamente. Lo mismo
para conjuntos de férmulas.

Lema 5.1 Sea T una teoria de lenguaje L y sea 3 un conjunto de sentencias de L con-
sistente con T. Sea ademds A un conjunto de sentencias de L cerrado bajo disyuncion.
Supdngase que siempre que M,N =T y M =>a N y M |= % entonces N |= X. Entonces
existe un subconjunto Ayx, de A que es equivalente a X3 para modelos de T, es decir

MOdL(T U AZ) = MOdL(T U E)

Prueba. Sea Ay = {§ € A: TUX |= §}. Basta mostrar que T'U Ay, |= o para cada o € X.
Sea N =T U Ay, y pongamos

I'={-0:5€A, Nk -6}

Mostraremos que N = Y. necesitamos mostrar primero que T'U X U T es consistente. Si
T' = () ello es claro por hipdtesis. Y siI' # (0 y TUX UT es inconsistente, para algin n > 1
existen d1,...,0, € A talesque N = (01 A...A=6,) y TUX =61 V...V d,. Entonces la
disyuncién (91 V...V d,) pertenece a A y pertenece también a Ay, en cuyo caso hay i tal
que N = 0;, pero eso es imposible.

Sea M un modelo de T U X UT. Como M [ T, tenemos que M = N. Y como
M =T UX, por la hipdtesis del lema, concluimos que N | X.

Proposicién 5.2 1. Sea T wuna teoria consistente de lenguaje L y A un conjunto de
sentencias de L cerrado bajo disyuncion. Supongase que siempre que M =>a N y
M =T, también N =T. Entonces T es aziomatizable mediante sentencias de A.
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2. Sea T una teoria de lenguaje L y A = A(x) un conjunto de formulas de L cerrado
bajo disyuncion y conjuncion. Supdngase que ¢ = p(x) € L es consistente con T y
que siempre que M, N son modelos deT ya € M yb e N son tuplas tales que

a) M= p(a) y
b) (M,a) =a (N,b),

entonces N | (b). Bajo estas condiciones existe una férmula §(z) € A tal que
T+ Va(p(z) « 0(x)).

Prueba. I se obtiene aplicando el Lema 5.1 a la teorfa trivial (sin axiomas) y al conjunto
de sentencias T'. Para 2 aplicamos el mismo lema sustituyendo las variables x por nuevas
constantes ¢ y argumentando en L U {c¢} con ¥ = {p(c)}. Esto da la equivalencia mddulo
T de ¢(x) con un subconjunto de A(x). Por compacidad y por estar A(z) cerrada bajo
conjuncién este conjunto puede reemplazarse por una férmula de A(x). Para dar cuenta
del caso particular en el que ese conjunto equivalente a p(x) sea el conjunto vacio, hay que
suponer adicionalmente que A(z) contiene alguna férmula vélida en todos los modelos de
T o bien entender que A(zx) contiene también a la conjuncién del conjunto vacio, que es
una férmula vélida.

Definicién Una teoria T se conserva bajo subestructuras si siempre que M =Ty N C M,
también N = T'. Una férmula ¢(x) se conserva bajo subestructuras de modelos de T si siem-
pre que M\N =T, N C M,a € Ny M [ ¢(a), entonces N = ¢(a). Andlogamente se
define la conservacién de teorias y férmulas bajo extensiones.

Proposicién 5.3 1. Una teoria T se conserva bajo subestructuras, si y solo si T es
axiomatizable mediante sentencias universales.

2. Una formula o(x) se conserva bajo subestructuras de modelos de T si y sdlo si existe
una formula universal ¥ (z) tal que T |= VY (p(r) <« ¥ (x)).

Prueba. 1. Sea L el lenguaje de T. De acuerdo con la Proposicién 5.2 basta mostrar que
si M = T y toda sentencia universal verdadera en M es verdadera en N, también N = T.
Pero por la Proposicién 4.8 estas hipétesis implican que N es inmersible en una extension
elemental de M y por tanto que M = T. La prueba de 2 es andloga.

Observacion 5.4 De la proposicion anterior se sigue inmediatamente que una formula se
conserva bajo extensiones de modelos de una teoria T, si y solo si es en T equivalente a
una formula existencial. También es cierto que una teoria se conserva bajo extensiones si
y solo si es ariomatizable mediante sentencias existenciales. La prueba es andloga o la de
la proposicion previa.

Definicién Se dice que una teoria T se conserva bajo uniones de cadenas si siempre que
(M; : i < «) es una cadena de modelos y M; = T para cada i < «, entonces también
Uica Mi = T. Las teorfas que se conservan bajo uniones de cadenas se llaman también
teorias inductivas. Se dice que una férmula (z) se conserva bajo uniones de cadenas de
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modelos de T si siempre que (M; : i < «) es una cadena de modelos de T cuya unién
N = U, <o M; es también un modelo de Ty a € My verifica M; |= op(a) para cada i < a,
entonces también M = o(a).

Proposicién 5.5 1. Una teoria T se conserva bajo uniones de cadenas si y solo si es
azriomatizable mediante sentencias V3.

2. Una férmula ¢(x) se conserva bajo uniones de cadenas de modelos de T si y sélo si
hay una formula ¢¥(x) € L que es V3 y verifica T + Va(p(x) « ¥(x)).

Prueba. En ambos casos una direccién es clara pues se comprueba facilmente que las sen-
tencias y las férmulas V3 se conservan bajo uniones de cadenas. Usamos la Proposicién 5.2
y nos limitamos a justificar I pues 2 se prueba de modo similar. Sea M | T y suponga-
mos que M =v3 N, es decir, que todas las sentencias V3 verdaderas en M son también
verdaderas en N. Mostraremos que N |= T'. Para obtener ese resultado es suficiente con
mostrar que existen M’, N’ tales que N C M’ C N', M = M’ y N < N'. La razén es que
de nuevo toda sentencia V3 verdadera en M’ es verdadera en N’ de modo que podemos
iterar la construccién obteniendo cadenas (M; : 0 < i < w)y (V; : ¢ < w) con My = M,
Ny = N y tales que

1. Ny © Miy1 € Nijq
2. Mz = Mi+1
3. N; < Ni+1.

Si M, = U0<1',<w M; resulta entonces que también M, = Ui<w N;. Como T se conserva
bajo uniones de cadenas y cada M; es modelo de T tenemos que M, = T. Entonces también
N =T, pues N <X M, y la cadena (IV; : i < w) es elemental. As{ pues, todo lo que hay que
hacer es probar que existen tales M’ y N’. Para obtener M’ observamos que

Y =Th(M)U{o € Th(Ny) : 0 es universal }

es consistente. En caso contrario, por compacidad, existiria una férmula sin cuantificado-
res o(z,y) del lenguaje L de M y N y una tupla a € N tales que N = Vyp(a,y) pero
Th(M) = Jy-p(a,y) v con ello Th(M) | VzIy—p(x,y), lo cual contradice la hipdtesis
de que M =v3 N. Por la Proposicién 4.7 vemos que la consistencia de ¥ garantiza la
existencia de M’ tal que M = M', N C M’ y Ny =v M} Por la Proposicién 4.8 existe
una extension Ny de M} en la que Ny es elementalmente inmersible. Obviamente esta
inmersién elemental debe ser la identidad en N y asi N < N'.

Observacion 5.6 De la prueba de Proposicion 5.5 se sigue que si una teoria se conserva
bajo cadenas de longitud w, entonces se conserva bajo cadenas arbitrarias. Lo mismo ocurre
para formulas.

Definicién Una teoria T se conserva bajo homomorfismos si siempre que f: M — N es
un homomorfismo exhaustivo y M | T entonces N = T. Una férmula ¢(x) se conserva
bajo homomorfismos entre modelos de una teoria T si siempre que f : M — N es un ho-
momorfismo exhaustivo entre modelos M, N de T y a € M es una tupla tal que M = ¢(a)
entonces N = ¢(f(a)).
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Lema 5.7 Sitodas las sentencias positivas verdaderas en M son verdaderas en N, entonces
existen extensiones elementales M’ de M y N’ de N tales que N' es imagen homomorfa de
M.

Prueba. Sea P el conjunto de todas las sentencias positivas. Vamos a construir dos cadenas
elementales (M; : i < w)y (IV; : i < w) comenzando con M = My y N = Ny as{ como una
cadena de aplicaciones (f; : i < w) de manera que para cada i < w, fo; : M; — N;11 sea un
homomorfismo (no necesariamente exhaustivo) y fo;11 sea una aplicacién exhaustiva entre
un subconjunto A; de M;11 y N;y1 tal que

(M;41, a)aEAi =p (Nig1, foit1 (a))aeAr

Una vez efectuada esta construccién, ponemos

M=M, N=Ny f=s

1<w 1<w 1<w

Es claro que M’ es una extensién elemental de M, que N’ es una extension elemental de N
y que f: M’ — N’ es exhaustiva. También se cumple que (M', a)aerss =p (N, f(@))acrr,
lo cual implica que f es un homomorfismo. Por tanto, todo lo que hay que hacer es mostrar
la existencia de estas cadenas.

Tenemos que M = p N. Introducimos conjuntos disjuntos de constantes C' = {¢, : a €
M}y D = {d, : a € N} para formar las expansiones (M,a)aenms ¥ (N, a)qen. En este
lenguaje la unién del diagrama elemental de N con el diagrama positivo de M (el conjunto
de sentencias positivas de L(M) = L U C verdaderas en (M, a)qaepr) es consistente. Por
tanto existe una extensién elemental Ny de N y una familia (b, : @ € M) en N; tal que
(N1,bq)acnr satisface el diagrama positivo de M (interpretando ¢, como b,). Es claro que
la aplicacién fy definida por fo(a) = b, es un homomorfismo de My en Ny, aunque puede
no ser exhaustivo.

El siguiente paso es la construccién de My y fi. Sea M = (Mo, a)aer, ¥ Ni =
(N1, fo(a))acny, en el lenguaje L U C. Tenemos que M| =p N;. Introducimos ahora un
conjunto de constantes E = {e, : a € N} y consideramos la unién del diagrama ele-
mental de M{ (en L U C) con el conjunto de sentencias = de L U C'U E tales que o es
una sentencia positiva y (N7,a)qen, = —o (interpretando e, como a). Salvo equivalencia
logica, el segundo conjunto esta cerrado bajo conjuncién, de manera que para probar la
consistencia de la unién basta establecer que para cada tal o, —o es consistente con el
diagrama elemental de M|. Sea o = p(e,), donde a = aq,...,an, €4 = €ayy-.-,€q, v ©(T)
es de L U C. Si - no fuera consistente con el diagrama elemental la sentencia positiva
Vap(x) seria verdadera en M{ y por tanto en Nj, lo cual no es cierto. Esto establece la
consistencia, y la consistencia garantiza la existencia de una extensién elemental M] de M|
que tiene un subconjunto Ag 2 My (formado por la unién de My con las interpretaciones
de las constantes e,) en el que estd definida una aplicacién exhaustiva f; : 4g — N; (la
unién de fp con la aplicacién que asigna a la interpretacién de e, el elemento a) tal que
(M{,a)aeca, =p (N7, f1(a))aca,- El modelo M es la restriccién de M] al lenguaje L. Como
de nuevo (Mi,a)aca, =p (N1, fi1(a))aca,, esta construccién se puede prolongar proporcio-
nando la cadena indicada.

Proposicién 5.8 1. Una teoria T se conserva bajo homomorfismos si y solo si tiene un
conjunto de axiomas positivos.
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2. Una formula ¢(x) se conserva bajo homomorfismos entre modelos de T si y sdlo si
existe una formula positiva ¢ (x) tal que T = Vx(p(z) < ¥(x)).

Prueba. Una direccién se sigue del Lema 2.1. El resto se obtiene de la Proposiciéon 5.2 y
del Lema 5.7 dado que las férmulas positivas estan cerradas bajo conjuncion y disyuncion.

Definicién Una teoria T' es invariante bajo cocientes si siempre que E es una congruen-
cla en M, entonces M = T siy s6lo si M/E = T. Una férmula ¢(x) es invariante bajo
cocientes entre modelos de una teorfa T si siempre que M | T, E es una congruencia en
My M/E =T entonces para cada tupla a € M, M = p(a) siy sélo si M/E = ¢([alg).

Lema 5.9 Supdngase que M y N satisfacen las mismas sentencias sin igualdad. Entonces
existen extensiones elementales M’ de M y N' de N asi como congruencias E en M' y F

en N’ tales que M'/E = N'/F.

Prueba. Indicamos con M =~ N que M y N satisfacen las mismas sentencias sin igualdad.
Observemos que si M =~ N y (a; : @ € I) es una secuencia de elementos de M, entonces
existe una extensién elemental N’ de N y una secuencia (b; : i € I) de elementos de N’
tal que (M, a;);er == (N',b;);cr. Para garantizarlo se introducen conjuntos disjuntos de
constantes C' = {c, : a € N} y D = {d; : i € I} y se muestra la consistencia del diagrama
elemental de N en L U C junto con el conjunto de las sentencias sin igualdad de L U D
que son verdaderas en (M, a;);c;. Aplicando esta observacién podemos construir cadenas
elementales (M; : i € I) y (N; : i € I) y cadenas de secuencias ((a} : j € ;) : i < w)y
(b :j €I;) i <w) tales que

1. MOZMyNOZN

2. (a% : j € I) es una secuencia de elementos de M;, (b; : j € I;) es una secuencia de
elementos de N; y (M;,a’);er, =~ (Ni,bé)jeli.

3. M; C{ajt! :je Ly} y Ny C{b}:j €L}

Sea M'" = ., M;, sea N' = J,, Ni ysean (a; : i € I) y (b; : i € I) las uniones de las
respectivas cadenas de secuencias. Se trata de correspondientes enumeraciones de M’ y N’

y verifican
(M',ai)ier == (N',b;)ier-

Definimos la relacién E en M’ estipulando que E(a,b) si a y b satisfacen las mismas sen-
tencias atémicas sin igualdad de (M’,a;);cr. Andlogamente se define F en N'. Es fécil
verificar que se trata de respectivas relaciones de congruencia. Se puede definir una apli-
cacién f : M'/E — N’/F poniendo f([a;]g) = [bi]r v se puede comprobar que es un
isomorfismo.

Proposicién 5.10 1. Una teoria T es invariante bajo cocientes si y solo si tiene un
conjunto de axiomas en los que no aparece el simbolo de igualdad.

2. Una férmula p(x) es invariante bajo cocientes entre modelos de T si y sdlo si existe
una formula sin igualdad () tal que T = Vx(p(z) < ¢¥(z)).
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Prueba. Una direccién se sigue del Corolario 2.6. Lo demas se debe a la Proposicion 5.2 y
al Lema 5.9.
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Capitulo 6

Modelo—-Completud

Definicién (Modelo-Completud) Una teorfa T es modelo completa si para cualesquie-
ra modelos M, N = T tales que M C N se tiene M < N. Obviamente ello implica que toda
inmersién entre modelos de T es elemental.

Observacién 6.1 Como las teorias modelo-completas se conservan bajo uniones de cade-
nas, por la Proposicion 5.5 toda teoria modelo-completa es axiomatizable mediante senten-
cias V3.

Proposicion 6.2 Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es modelo-completa.
2. En T toda férmula es equivalente a una férmula existencial (universal).

3. Para cada M =T, T UDiag(M) es completo.

Prueba. 1 = 2. Sea ¢ = ¢(x) una férmula del lenguaje L de T' y veamos que ¢ es equiva-
lente en T" a una férmula existencial. Aplicando este resultado a —p se ve que ¢ también es
equivalente a una féormula universal. Por la Proposicién 5.2 vemos que tenemos que mostrar
que si M, N son modelos de T'y a, b son tuplas en M y N tales que toda férmula existencial
satisfecha por a en M es satisfecha por b en N y ademds M | ¢(a) entonces N = ¢(b).
Por la Proposicién 4.8 existe una extensién elemental (N',b) de (N,b) en la que (M, a) es
inmersible. Por I esta inmersién es elemental. Por tanto N = ¢(b).

2= 3. Sea M =T, sea L el lenguaje de T y sea o una sentencia de L(M). Hay entonces
una férmula ¢(z) de L y una tupla a € M tal que o = ¢(a) (identificando los elementos de
a con las constantes que los denotan). Por 2 sabemos que hay férmulas sin cuantificadores
G1(2,1) ¥ o, 2) tales que T b= Va((z) < Fyin(@,9)) v T = Va(-p(x) 3z (x, ).
Si existe b € M tal que M = ¢1(a,b) entonces claramente T'U Diag(M) F Jyvi(a,y) v
as{ T'U Diag(M) + o. Y si no hay tal tupla b € M, como M |= T debe haber una tu-
pla ¢ € M tal que M | a(a,c), en cuyo caso T U Diag(M) F Fzips(a, z) y por tanto
T U Diag(M) + —o.

8 = 1. Sean M, N modelos de T tales que M C N. Mostramos que M =< N mediante
el Test de Tarski-Vaught (Teorema 4.5). Sea p(x,y) € L, 1 y sea a € M una n—tupla tal

34



que N E Jyp(a,y). Como T U Diag(M) es completo y Npy = T U Diag(M), resulta que
TUDiag(M) F Jye(a,y). Como también My, = T UDiag(M), tenemos que M = Jyp(a,y)
de modo que hay un b € M tal que M = p(a,b). De nuevo por completud de T U Diag(M)
se concluye que N = ¢(a,b).

Definicién (Eliminacién de cuantificadores) Sea T una teoria de lenguaje L. T tiene
eliminacion de cuantificadores si para cada féormula ¢(z1,...,2z,) € L existe una férmula
sin cuantificadores 9 (x1,...,x,) tal que

TEYZ...op(p(T, ... xn) < Y(X1, ..., 20)).

Observacion 6.3 Si T tiene eliminacion de cuantificadores, por la Proposicién 6.2, T es
modelo-completa.

Definicién (Modelos existencialmente cerrados) Sea M C N. Se dice M esté exis-
tencialmente cerrado en N si para cada férmula existencial p(z) y cada tupla a € M, si
N = ¢(a), entonces también M = ¢(a). Escribimos M <1 N para indicar que M estd exis-
tencialmente cerrado en N. Por otro lado se dice que una inmersién f : M — N entre
estructuras arbitrarias M, N es existencialmente cerrada si para cada férmula existencial
p(x) y cada tupla a € M, si N = ¢(f(a)), entonces M = ¢(a). Se dice que M estd exis-
tencialmente cerrado en una teoria T' si M esté existencialmente cerrado en todo modelo
N de T tal que M C N. Equivalentemente, todas las inmersiones de M en modelos de T'
son existencialmente cerradas.

Observacion 6.4 Las siguientes condiciones son equivalentes si M C N.

1. M <1 N.

2. Eziste M' = M y una inmersién f: N — M’ que es la identidad en M.
Y en general si f : M — N es una inmersion son equivalentes:

1. f es existencialmente cerrada.

2. Existe M' = M y una inmersion g : N — M’ tales que g O f~1.

Proposicién 6.5 (Test de Robinson) T es modelo-completa si y sélo si todo modelo de
T es existencialmente cerrado en T'.

Prueba. Es inmediato que la modelo-completud de T implica que todos los modelos de T’
son existencialmente cerrados en 7. Mostramos la otra direcciéon. Sean M, N modelos de T'
tales que M C N y veamos que M =< N. Por la hipétesis M <; N y por la observacion
previa existe M’ = M y una inmersién f : N — M’ que es la identidad en M. La inmer-
sién f es existencialmente cerrada y de nuevo por la observacién anterior podemos obtener
N’ = N y una inmersién g : M’ — N’ tal que g O f~!. Obviamente este procedimiento es
iterable y produce una cadena elemental (M; : i < w), con My = M, una cadena elemental
(N; 1 i <w) con Ny = N y dos familia de inmersiones (f; : i < w) y (g; : i < w) tales
que f; : M; — N;, fo es la identidad en M, g; : N; — M1 vy f;l Cyg C f;_ll. Sea
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M, = U, Mi, sea N, = J, ., Ni y sea f =J,.,, fi- Obviamente M < M, N < N, y f
es un isomorfismo entre M, y N, que extiende a la identidad en M. De ello se sigue que
M < N.

Lema 6.6 Si T se conserva bajo uniones de cadenas, todo modelo de T de cardinal k > |T|
es extensible a un modelo de T de cardinal k que estd existencialmente cerrado en T .

Prueba. Sea M un modelo de T' de cardinal x > |T'|. Vemos primero que existe un modelo
M’ de T de cardinal k tal que M’ D M y para férmula existencial ¢(x) € L y cada
tupla a € M, si existe un modelo M; de T tal que M/ C My y M; | ¢(a), entonces
M' = p(a). Sea L el lenguaje de T y sea (¢; : ¢ < k) una enumeracién de todas las
sentencias existenciales de L(M). Construimos una cadena (M; : i < k) de modelos M; =T
de cardinal x de modo que My = M, M; = Uj<iMj si ¢ < k es limite y de modo que si
o, es verdadera en alguna extensién de M; que sea modelo de 7" entonces M; 1 es una tal
extension de cardinal k. Este tltimo punto puede asegurarse siempre gracias al teorema
descendente de Lowenheim-Skolem. Finalmente se pone M’ = J,_, M;.

Establecida por tanto la existencia de M’ vemos que podemos iterar el proceso y ob-
tener ahora un correspondiente M” O M’. De este modo se puede construir una cadena
(N; : i < w) de mode—los N; de T de cardinal k con Ny = M y de modo que toda sen-
tencia existencial de L(N;) que sea verdadera en algiin modelo de T que extienda a N,
sea también verdadera en (Nji1a)sen,. Sea N = J;,., Ni. N es un modelo de cardinal  y
como T se conserva bajo uniones de cadenas, N = T. Es ficil comprobar que N estd exis-
tencialmente cerrado en 7T

<K

Observacion 6.7 Hay dos simplificaciones adicionales que pueden hacerse en el test de
Robinson. Para establecer que T es modelo-completa este test dice que lo que hay que ha-
cer es mostrar que si M C N son modelos de T, ¢ es una formula existencial a € M
y N | ¢(a), entonces M = ¢(a). Una primera simplificacién consiste en que basta con
considerar férmulas primitivas p, es decir, formulas de la forma Jyip(x,y) donde ¥ es una
conjuncion de formulas atémicas y negaciones de formulas atomicas. La seqgunda simplifi-
cacion se aplica cuando todos los modelos de T son infinitos. Consiste en tener en cuenta
s6lo modelos de un cardinal fijo dado k > |T.

Proposicién 6.8 (Lindstrom, 1964) Sea T una teoria todos cuyos modelos son infinitos
y que es K—categdrica para algin k > |T|. Si T se conserva bajo uniones de cadenas, entonces
T es modelo-completa.

Prueba. De acuerdo con el test de Robinson y la observaciéon previa basta con mostrar
que todo modelo de T de cardinalidad x es existencialmente cerrado en T. Como T es
k—categorica para ello es suficiente con garantizar que T tiene un modelo de cardinalidad
K que es existencialmente cerrado en 7'. Pero esto es una consecuencia del Lema 6.6 dado
que T se conserva bajo uniones de cadenas.

Definicién (AP y JEP) T tiene la propiedad de amalgamacion (abreviado la AP) si
para cualesquiera modelos M, M1, My de T y cualesquiera inmersiones f, : M — My y
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fo : M — M> existe un modelo N de T e inmersiones g1 : M1 — N y go : My — N tales
que g1 o f1 = g2 o fo. De hecho basta establecer esta condiciéon para el caso en que f1 y
f2 sean la identidad. T tiene la propiedad de la inmersion conjunta (abreviado la JEP) si
cualesquiera dos modelos de T" son inmersibles en un tercer modelo de T'.

Proposicion 6.9 1. Si hay un modelo de T que es inmersible en todos los modelos de
T y T tiene la AP, entonces T tiene la JEP.

St T es modelo-completa T tiene la AP.
Si T es completa T tiene la JEP.

Sea T modelo-completa. Entonces T es completa si y solo si T tiene la JEP.

AN

Si T es modelo completa y tiene un modelo que es inmersible en todos los modelos de
T entonces T es completa.

Prueba. 1 es claro y 5 se sigue de 1, 2y 4. Para establecer 2 supongamos que T es mo-
delo completa y que f1 : M — My y fo : M — M son inmersiones entre modelos de T'.
Por modelo-completud estas inmersiones son elementales de manera que (M f1(a))aerm =
(Mafa(a))aens- Ello implica la existencia de N > M; y una inmersién elemental go :
(Ma, f2(a))aemr — (N, f1(a))aem. Si g1 : M1 — N es la identidad resulta entonces que
g2 o fo = gy 0 f1. La prueba de 8 es andloga: si M7, M5 son modelos de la teoria completa T'
entonces My = M y por ello existe N = M; tal que My < N. Una direccién de 4 se sigue
de 3. Para la otra direccién supongamos que 71" es modelo completa y tiene la JEP y sean
M, M5 modelos de T. Por la JEP existe N |= T e inmersiones fi : M; — N y fa :— N.
Por modelo-completud fi, fo son elementales. Entonces M; = N = M,. Esto establece la
completud de T.

Definiciéon (Ty, T3 y Tva) Ty es la teorfa axiomatizada por todas las sentencias univer-
sales de T'. Andlogamente T35 es la teoria axiomatizada por todas las sentencias existenciales
de Ty Ty3 es la teoria axiomatizada por todas las sentencias V3 de T.

Observacién 6.10 1. T =Ty si y solo si T se conserva bajo subestructuras.
2. T =15 siy solo si T se conserva bajo extensiones.

3. T =Tyg si y solo si T se conserva bajo uniones de cadenas.

Lema 6.11 1. Mod(Ty) ={M : 3N =T)M C N}
2. Ty C T siy sdlo si todo modelo de T' puede extenderse a un modelo de T.

3. Ty =T si y solo si todo modelo de T puede extenderse a un modelo de T y todo
modelo de T' puede extenderse a un modelo de T .

Prueba. Obsérvese que 3 se sigue de 2y que 2 se sigue de 1 dado que Ty C T” si y sélo si
Mod(T") € Mod(TV). Respecto a I es claro que si M C N |= T entonces M = Ty. Por otro
lado, si M = Ty por compacidad es ficil ver que T' U Diag(M) es consistente y por tanto
que una extension de M es modelo de T'.
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Proposicion 6.12 Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. T tiene eliminacion de cuantificadores.
2. Si M es una subestructura de un modelo de T, T'U Diag(M) es completo.

3. T es modelo-completa y Ty tiene AP.

Prueba. 1 = 2. Sea M una subestructura de un modelo de T, sea L el lenguaje de T y sea
o una sentencia de L(M). Hay entonces ¢(x) € L y una tupla a € M tales que o = ¢(a).
Por otro lado hay #(z) € L sin cuantificadores y tal que T = Vz(¢(z) < 9(z)). En el
caso M = ¢(a) tenemos que Diag(M) F 4 (a) y por tanto T'U Diag(M) F o. Y en caso
M = —)(a) se tiene que Diag(M) + —)(a) y T U Diag(M) F —o.

2 = 3. La modelo-completud de T' se sigue de la Proposicién 6.2. Verificamos que Ty
tiene AP. Sean M, M7, M5 modelos de Ty y sean f1; : M — My y fo : M — M inmersiones.
Existen M] 2 M; y M} 2O M5 que son modelos de T. Por completud de T' U Diag(M)
tenemos que (M f1(a))aermr = (Maf2(a))aen. Por tanto uno de estos modelos tiene una
extension elemental en la que el otro es elementalmente inmersible. Existe asi N = Mj y
una inmersion elemental h : (M} fa(a))aermr — (N f1(a))aenrs- Sigr : My — N es laidentidad
y g2 : My — N es la restriccién de h, resulta que gs o fo = g1 0 fi.

3 = 1. Por la Proposicién 5.2 basta probar que My = ¢(b) bajo la hipétesis de que
My, M5 son modelos de T, p(z) es una férmula del lenguaje L de T y a,b son tuplas res-
pectivamente de My y My tales que My |= ¢(a) y para cada ¢(z) € L sin cuantificadores
My = (a) siy sélo si My |= 1(b). Sea M el submodelo de M; generado por la tupla a.
Como a y b satisfacen las mismas férmulas sin cuantificadores, la aplicacién a — b puede
extenderse a una inmersién fo : M — M. Sea f1 : M — M la identidad. Como Ty tiene
AP, existe N = Ty e inmersiones g1 : M1 — N y go : My — N tales que g2 0 fo = g1 0 fi.
Podemos extender N a un modelo N’ de T. Por modelo-completud de T las inmersiones
g1 : My — N'y go: My — N’ son elementales. Entonces N’ = ¢(g1(f1(a)) y por tanto

N’ = p(g2(faa)) y Mz = ¢(fa(a)), esto es, My = ¢(b).

Definicién (Modelo-consistencia y modelo-compania) Las teorfas Ty T" son modelo-
consistentes si todo modelo de T puede extenderse a un modelo de 7”7 y todo modelo de T”
puede extenderse a un modelo de T, es decir, si Ty = T,. Se dice que T™ es una modelo-
compania de T si T* es modelo-completa y T, T* son modelo-consistentes.

Proposicién 6.13 (Robinson, 1963) T tiene a lo sumo una modelo-compariia.

Prueba. Supongamos que T* y T’ son modelo-companias de Ty veamos que T* C T".
Para ello sea M = T" y veamos que M = T*. Como T\, = Ty = Ty, T y T* son modelo-
consistentes. Por tanto M puede extenderse a un modelo N de T* y este modelo N puede
a su vez extenderse a un modelo de T” y as{ sucesivamente. Por tanto podemos obtener
una cadena (M; : i < w) de modelos de 7" con M = M, y una cadena (N; : i < w) de
modelos de T* de manera que M; C N; C M;.1. Como T” y T* son modelo-completas estas
cadenas son elementales. Entonces si M, = J; <o M; resulta que M =< M,, y como ademés
M, = ;.. Ni se tiene que Ng < M,,. Por tanto M = M,, = Ny y como Ng |= T, M |=T*.
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Proposicién 6.14 1. T tiene una modelo-compania si y solo si Ty la tiene y en ese
caso las modelo-companias coinciden.

2. SiT* es la modelo compania de T, entonces Ty3 C T = T5.

3. Si T* es la modelo compania de T, entonces todo modelo de T* es existencialmente
cerrado en T

Prueba. El punto 1 es claro dado que T y Ty son modelo-consistentes. Respecto a 2, ya
sabemos que como T es modelo-completa, T* = T5. Falta mostrar que Ty3 C T™. Sea
o = Vzp(z) donde x es una tupla de variables y ¢(x) es una férmula existencial. Supon-
gamos que o € T y veamos que M |= o si M es un modelo arbitrario de T™*. Escojamos
un modelo M’ de T que extiende a M y un modelo M" de T* que extiende a M’. Como
T* es modelo-completa, M < M". Sea a € M una tupla y veamos que M = ¢(a). Como
a€ M y M ET, vemos que M’ = ¢(a). Como esta férmula es existencial y M’ C M",
M" = ¢(a). Al ser M < M" se puede concluir que M = ¢(a). La prueba de & es andloga.

Definicién (Er y T°¢) Er es la clase de los modelos de T' que son existencialmente ce-
rrados en T'y T es su teoria. Obsérvese que si T = T3 es consistente, entonces Er # 0 y
T es consistente.

Proposicién 6.15 (Eklof-Sabbagh, 1971) Sea T = Ty3.

1. Si T tiene una modelo-compariia T*, entonces Mod(T*) = Ep y T* =T*°.

2. T tiene una modelo-compania si y sélo si Ep es una clase ECA.

Prueba. 1. Ya sabemos que todo modelo de T* pertenece a Er. Por otro lado, si M € Er
como M es también existencialmente cerrado en T* y M es extensible a un modelo de T,
existe un modelo N de T* tal que M =<7 N. Ello implica que M satisface todas las sentencias
V3 que son verdaderas en N. Como T* = (T%)y3 se concluye que M |= T*. Establecido que
Mod(T*) = Er, vemos que ET es una clase FCx y por ello es la clase de los modelos de
su teorfa: Ep = Mod (7). De aqui se sigue que T™* = T*°.

Una direccién de 2 se sigue de 1. Queda mostrar que si Ep es ECa entonces T tiene
modelo-compania. Por hipétesis Er es la clase de los modelos de su teoria T°. Veremos que
T¢ es modelo-compania de T'. Todo modelo M de T puede extenderse a un modelo de T°.
Ello es claro por el Lema 6.6 si |M| > |T| y también es claro, por compacidad, si para cada
n M tiene una extensién de tamano > n que es modelo de T. Y si esto no ocurre basta
escoger una extensién finita N =T de M de tamafio méximo. Como N no tiene ninguna
extension propia que sea modelo de T, N € Ep. Ahora, como T' C T y todo modelo de
T puede extenderse a un modelo de T°, resulta que Ty T° son modelo-consistentes. En
segundo lugar, todo modelo de T° es existencialmente cerrado en Ty como T y T° son
modelo consistentes también es existencialmente cerrado en T¢. Por el test de Robinson 7
es modelo-completa.

Definicién (Modelo-Complecién) Se dice que T* es modelo-complecion de T si es
modelo-compania de T y ademés para cada M = T, T* U Diag(M) es completo. Claro
estd, toda teoria tiene a lo sumo una modelo-complecién.
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Proposicion 6.16 Sea T* modelo-compariia de T. Entonces T* es modelo-complecion de
T siy sélo si T tiene AP.

Prueba. Supongamos primero que T* es la modelo-complecién de T, sean M, My, Mo
modelos de T' y sean f1 : M — My y fo: M — My inmersiones. M; puede extenderse a un
modelo M7 de T* y My puede extenderse aun modelo MJ de T*. Como T* U Diag(M) es
completa,

(M} fr(a))aem = (M3 f2(a))acn-

Por tanto hay una extensién elemental N de M; y una inmersién elemental h : (M3 f2(a))aer —
(N f1(a))aem- A su vez N puede extenderse a un modelo N’ de T'. Si g1 : M1 — N’ es la
identidad y g9 : My — N’ es la restriccién de h, resulta que gs o fo = g1 o fi.

Supongamos ahora que T tiene AP y que T* es la modelo-compaiifa de T. Sea M = T,
sean M7, My modelos de T* y sean f1 : M — My y fo : M — M aplicaciones ta-
les que (M1f1(a))eem | Diag(M) y (Msafs(a))eenm | Diag(M). Queremos mostrar que
(M1 f1(a))aem = (Mafa(a))aenrs- Los modelos My, Ms pueden extenderse respectivamente
a M| y M), modelos de T. Como f; : M — M] y fo : M — M) son inmersiones entre
modelos de T y T tiene AP, existe N |= T e inmersiones g1 : M{ — Ny go: M) — N
tales que g2 o fo = g1 o fi. Ahora N puede extenderse a un modelo N* de T%*. Como T
es modelo-completa, la restriccién de g; a M; es una inmersién elemental de M; en N*.
Anélogamente, la restriccion de go a Ms es una inmersién elemental de M en N*. Por
tanto si p(z) es una férmula del lenguaje L de M y a € M es una tupla:

My = ¢(fi(a) & N* = ¢(91(fi(a) & N* = ¢(92(f2(a)) & Ma = ¢(f2(a)).

Proposiciéon 6.17 Sea T modelo-compania de T'.

1. Si T* tiene eliminacion de cuantificadores, entonces T* es la modelo-complecion de
T.

2. SiT =Ty, entonces T™ es la modelo complecion de T si y solo si T™ tiene eliminacion
de cuantificadores.

Prueba. I se obtiene usando el punto 2 de la Proposicién 6.12. Respecto a 2, supongamos
que T* es la modelo-complecién de T'. Por la Proposicién 6.16, (T*)y = Ty = T tiene AP.
Como T* es modelo-completa, por el punto 8 de la Proposiciéon 6.12 concluimos que T
tiene eliminacién de cuantificadores.

Definicién (Operador de compania) Un operador de compania es una aplicacién que
asigna a cada teoria T otra teoria T de modo que:

1. Ty T* son modelo-consistentes.
2. Si T3, T» son modelo-consistentes, 17 = T5'.

3. Ty3 CT™

€

Observacién 6.18 La aplicacion T — (TY)
(Tya)e.

es un operador de compania. Ademds (Ty)¢ =
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Proposicion 6.19 Sila aplicacion T — T* es un operador de compania y T tiene modelo-
compania, entonces T es la modelo-compania de T.

Prueba. Sea T# la modelo-compaiifa de 7. Como T y T# son modelo consistentes T =
(T#)*. Como T# es modelo-completa, T# = (T#)y3. Asi T# = (T#)y3 C (T#)* = T*. De
ello se sigue que también 7™ es modelo-completa y por tanto que también T es modelo-
compaiifa de T. Por la unicidad de la modelo-compania, T* = T#.

Proposicién 6.20 (Kaiser, 1969) Sea T° la unidn de todas las teorias V3 que son modelo-
consistentes con T. La aplicacion T +— T° es un operador de compania. Si T v T* es otro
operador de compania, TO C T*.

Prueba. Observemos en primer lugar que si 77 y T son dos teorfas V3 que son modelo-
consistentes con T también su unién es modelo-consistente con T'. La razén es que un modelo
arbitrario de T' puede extenderse a un modelo de T} que a su vez puede extenderse a un
modelo de T5 y éste de nuevo se extiende a un modelo de 77, etc. Esto produce una cadena
de modelos alternados de T} y de T5. Su unién es un modelo de 77 U 75 y una extension
de T. Por otro lado es claro que T3 es modelo-consistente con Ty por ello Tyg C T°. De
estos dos puntos se sigue que Ty T° son modelo-consistentes. Por otro lado, si Ty y Tb
son teorias modelo-consistentes, entonces las teorias V3 que son modelo-consistentes con T3
son las mismas que son modelo-consistentes con 7. Por tanto en ese caso (11)° = (T3)°.
Esto muestra que T — T° es un operador de compaiifa. Sea T — T* otro operador de
compaiia y veamos que 70 C T*. Para ello consideremos una teoria 7' que sea V3 y sea
modelo-consistente con Ty veamos que T/ C T*. Larazén es que T/ = (T")y3 C (T")* = T*.
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Capitulo 7
Omision de tipos

Sea T una teoria consistente de lenguaje L. Mediante L,, nos referimos al conjunto de las
férmulas de L cuyas variables libres estdn en {z; : i < n}. En particular, Lg es el conjunto
de las sentencias de L. Se dice que un conjunto de férmulas X (z) es consistente con T si
TUX(z) es consistente. Un n-tipo de T es un conjunto de férmulas de L,, que es consistente
con T. El n-tipo p es completo si para cada férmula ¢(x) € L, o bien ¢(z) € p o bien
—p(x) € p. El espacio de los n-tipos de T es

ST = {p(xo,...,2n_1) : p es un n-tipo completo de T }.

En ocasiones se habla de tipos parciales para enfatizar que se estan considerando tipos no
necesariamente completos. Sea p(zg,...,Tp—1) un n-tipode T, ysea M ET. Si a € M"
y M = p(a) decimos que a es una realizacion de p o que a realiza p y cuando el modelo M
se sobrentiende escribimos a = p. Si en M no hay ninguna realizacién de p, decimos que M
omite p. Para cada n-tupla ¢ en un modelo M de T el conjunto

tpar(a) = {p(x) € Ln : M |= ¢p(a)}

es un n-tipo completo de T', el n-tipo de a en M. Es facil ver que todos los n-tipos completos
se obtienen de esta manera, esto es

ST = {tpy(a):a € M" para algin M = T}.

Para ¢ € L,, definimos
[elrn = {pE Sy ¢ ep).

Si el contexto lo permite escribimos simplemente [ ], o incluso [¢].

Observacion 7.1 Si g,y € L,, entonces

L [(eAp)]=le]ln[y]
2. [(pvy)]=[e]Uly]
3. [~p] =87\ [l

4. o] =5t siTE .
5. o] =0 5T E —o.
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6. (@] C Y] siysdlosiT=p—
7. [@]=[v] siysdlosiT ¢« .

Proposicién 7.2 {[¢]: ¢ € L,} es una base para una topologia en SI.

Prueba. Porque S = [(¢V ~¢) |y [¢]N[¥] = [(p A¥)].

En lo sucesivo consideraremos a S como un espacio topolégico, con la topologia deter-
minada por la base {[¢]: ¢ € L, }.
Proposicién 7.3 En SI, un conjunto F es cerrado si y sdlo si existe un conjunto de
formulas X(zo, ..., zp—1) tal que F' = xle] ={p € ST . ¥ Cp}. Ademds, F # 0 si y
solo st X es consistente con T

Prueba. Como los abiertos son uniones de abiertos bésicos, los cerrados son interseccio-
nes de complementos de abiertos basicos, que también son abiertos bésicos, pues la base
esté cerrada bajo complementacién. Por otro lado, si p € ﬂwez[qp], entonces X C p, de
modo que cualquier realizacién de p en un modelo de T' es también una realizacién de X. Y
si a es una realizacién de ¥ en un modelo M de T y definimos p = tp,,(a)as, resulta que

¥ Cpy por tanto p € (,ecxnlp]

Proposicién 7.4 SI es un espacio compacto, Hausdorff y cero-dimensional, es decir, es
un espacio booleano.

Prueba. Es claro que tiene una base de abierto-cerrados. Para ver que es Hausdorff, dados
p,q € ST distintos observamos que existe ¢ € p tal que ¢ & g. Pero entonces -y € ¢, con
lo cual p € [¢] v ¢ € [~p]. Para ver que es compacto, sea {F; : i € I} una coleccién no
vacfa de cerrados con la pif y veamos que [,c; F; # (). Por la Proposicién 7.3, existen una
familia de conjuntos de férmulas (¥; : i € I) tal que para cada i € I, F; = [ ez, [¢]-
De este modo, si ¥ = J;c; i, vemos que [),c; F; = (\,ex[¢] de manera que, de nuevo
por la Proposicién 7.3 es suficiente demostrar que X es consistente con 7T'. Para ello usamos
el Teorema de Compacidad. Sea A un subconjunto finito de ¥ y veamos que A U T es
consistente. Existe un subconjunto finito J de I tal que si ¥j = (J;c; X4, resulta A C 3.
Entonces, como la coleccién tiene la pif, § # (o, Fi = ﬂlpezj [¢] vy por la Proposicién 7.3,
Y. 7 es consistente con T', con lo cual también lo es A.

En tanto que espacio booleano, SI es homeomorfo al espacio de Stone de un dlgebra de
Boole. En este caso el dlgebra es el dlgebra de Lindenbaum-Tarski B7:. Sus elementos son
las clases de equivalencia [¢]=, ., = {¢ € L, : ¢ =, 1 ¥} de las féormulas ¢ € L,, médulo
T, donde ¢ =, 7 ¢ siysblosi T |= ¢« 1.

Definicién (Tipo aislado) Un n-tipo p de T es aislado en T si existe una férmula
Y(x) € Ly, tal que ¢(x) es consistente con T'y T = () — () para cada p(z) € p.
Decimos entonces que 9 (x) aisla p en T. Si no hay tal férmula decimos que p es no-aislado
enT.
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El resultado principal de este capitulo es el Teorema de Omisién de Tipos. Este teorema
establece que en toda teoria numerable toda coleccién numerable de tipos no-aislados es
omisible. Daremos una prueba topoldgica. Adelantamos ahora una prueba alternativa que
usa el método més basico de los modelos de Henkin y que es especialmente sencilla para el
caso de omisién de un tUnico tipo en una variable. La misma prueba puede generalizarse a
la omisién de muchos tipos, pero a costa de complicar mucho la notacién.

Teorema 7.5 (Omisién de tipos. Primera version) Sea L numerable y sea p(x) un 1-
tipo no-aislado de la teoria T de lenguaje L. Entonces existe un modelo numerable de T que
omite p(x).

Prueba. Sea C = {¢,, : n < w} un conjunto de nuevas constantes distintas. Enumeramos el
tipo p(x) = {pn(x) : n < w} y enumeramos las sentencias (o, : n < w) de LU C de modo
que para cada n < w, o, sea del lenguaje L U {¢; : i < n}. Definimos por induccién una
secuencia (T, : n < w) de modo que

1. Ty=T

2. T,+1 es un conjunto consistente de sentencias de LU{¢; : ¢ < n+1} y es una extensién
de T, obtenida por la adicién de un nimero finito de sentencias.

3. o, € Tn+1 0 "o, € Tn+1.

4. Si o, = Jxp y 0, € Tyt1, entonces para algin m < w, (p(cp) A ~@m(cn)) € Thi1-

Veamos primero que esta construccion puede llevarse a cabo. La teoria inicial Ty = T es
consistente dado que la mera existencia de un tipo p(x) en T implica la consistencia de T.
Consideremos la obtencién de T;,41. Si 0y, no es consistente con 7', debe serlo —o,, y ponemos
Th+1 = T, U{—o,}. Si T, es counsistente con T y o, no comienza con un cuantificador
existencial, ponemos T, 11 = T, U{0, }. Supongamos ahora que 7,, = Jxp(x) es consistente
con T,. Sea o la conjuncién de las sentencias de T}, que no estén en 7. Entonces o A Jzp(z)
es una sentencia de L U {¢; : i < n}. Sea ¥(zg,...,Tp—1,2) una férmula de L tal que
W(coy -y Cn_1,z) = o Ap(x). Entonces 3xg . .. x,—19 (20, ..., Tn_1, ) €s consistente con T.
Como p(z) no es aislado, debe haber un m < w para el que Jzg ... p_19U(x0, ..., Tp_1,T) A
—@m () es consistente con T'. Como las constantes ¢y, . . ., ¢, no aparecen en esta férmula ni
en T, también es consistente con T la sentencia ¥(co, . . ., ¢y) A =¢@m(¢n). Entonces podemos
garantizar que Tp,11 = T, U {(v(cn) A ~om(cn))} es consistente.

Una vez efectuada la construccion, consideremos la teoria T, = (J,, ., T Es una teorfa
consistente y completa de lenguaje L U C' y tiene ejemplificaciones en C. Por el Lema 3.3
existe un modelo M de T, tal que M = {c¥ : n < w}. Sea M’ = M | L. Claramente,
se trata de un modelo numerable de T. Veamos que omite p(z). En caso contrario posee
una realizacién a de p(z). Debe haber n < w tal que a = cM. La sentencia 3z x = ¢,, debe
aparecer en la enumeracion inicial, digamos que es la sentencia ¢,,. Como es consistente
con T,,, debe haber un k < w tal que (¢, = ¢y A ~¢0r(cm)) € Tny1. Entonces T, implica
= (), con lo cual M’ = =y (a). Esto contradice a la eleccién de a como una realizacién

de p(x).

Presentamos a continuacién los resultados necesarios para la demostracién topoldgica
de la versién general del Teorema de Omisién de Tipos.
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Proposicién 7.6 El n-tipo p de T' es no-aislado en T' si y sdlo si el cerrado (¢, [¢] es
denso en ninguna parte en SL.

Prueba. Como (,¢,[¢] es un cerrado, esta interseccién es densa en ninguna parte si y
sélo si no contiene ningin abierto no vacio si y solo si no contiene ningin abierto-cerrado
no vacio. Todo abierto-cerrado es de la forma [ ] para alguna férmula ¢ € L,,. El abierto-
cerrado es no vacio si y sélo si ¢ es consistente con T y el abierto-cerrado esta contenido

en (,e,le] sy sélosi T |=1h — ¢ para cada ¢ € p.

Definicién (w-tipo) L, es el conjunto de las férmulas de L, por tanto el conjunto de
las férmulas cuyas variables libres estdn en el conjunto {z; : i € w}. Un w-tipo de T es un
conjunto de férmulas de L, que es consistente con T'. Una realizaciéon de un w-tipo p en un
modelo M de T es ahora una secuencia (a; : i < w) de elementos de M que satisface todas
las férmulas de p en M interpretando cada variable x; como el correspondiente elemento a;.
El espacio de los w-tipos completos de T es ST Generalizando lo hecho en el caso n < w,
se puede definir [¢]r, = {p € ST : ¢ € p} para ¢ € L, y las proposiciones 7.2, 7.3y 7.4
siguen siendo vélidas para ST

Proposicién 7.7 Si

M=) N UlGue— e

i<w €Ly j<w

entonces para cada p € ST, cada M = T y cada realizacion (a; : i < w) de p en M las
stguientes condiciones son equivalentes:

1. pe M,

2. {a; i <w} es el universo de una subestructura elemental de M.

Ademds para cada i < w y cada ¢ € Lit1 el conjunto J;,[(Fzip — ¢(51))] es denso
abierto en ST

Prueba. Por el Test de Tarski-Vaught sabemos que la condicién 2 equivale a la siguiente
condicion:

(i) para cada ¢(z,y) de L y cada tupla a € {a; : i < w}, si M = Jyp(a,y) entonces hay
be{a;:i<w} tal que M = p(a,b).

condicién a su vez equivalente a

(ii) para cada i < wy cada ¢ € Liy1, si M = 3x; ¢((a; : ¢ < w)) entonces hay j < w tal
que M = (31 )((as £ < )

ya

(iii) para cada i <w y cada ¢ € L;t1, si 3z; ¢ € p, entonces hay j < w tal que ¢(3)) € p
y esta ultima condicién es claramente equivalente a p € M.

Veamos ahora que D;,, = ;[ (3z; ¢ — ¢(5?))] es denso abierto. Es claro que D; ,, es un
abierto, de modo que basta mostrar que para cada férmula ¢ € Ly, si [¢] # ), entonces
[¢]N Dy # 0. Sea j < w tal que v € L; y i < j. Entonces [¢]N[(Fzip — ¢(51))] # 0.
En efecto, supongamos primero que (¢ A 3x; ) es incounsistente con T. Como por hipSte-
sis 1 es consistente con 7', en un modelo M de T existe una tupla que satisface 1. Esa
tupla puede prolongarse de modo arbitrario a una secuencia (a; : i < w) en M y es claro
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que M | (Jzip — ¢(31))((ai 1 i <w)). Y si, por el contrario, (¢ A 3z; ¢) es consistente
con T, tenemos en un modelo M de T una tupla que satisface (¢» A Jz; ). Eligiendo una
adecuada interpretacién para x; también ahora la tupla puede prolongarse a una secuencia
(a; 1 <w) en M que satisface el condicional.

Proposicion 7.8 Sip es un n-tipo de T que no es aislado en T y q es un m-tipo de T que
se obtiene a partir de q por sustitucion de variables, q es un m-tipo no aislado en T.

Prueba. Sea m : n — m y supongamos que ¢ = pr = {¢r : ¢ € p}, donde para cada

p € L,,
N ty) PN Tp—1
e < Tr) v Tr(n-1) ) '
Supongamos que ¥ € L, aisla p, en T'. Podemos suponer que las variables libres de 1 estan
entre (o), - - -, Tr(n—1) Pues las restantes pueden cuantificarse existencialmente al no estar

libres en p,. Podemos encontrar entonces ¢’ € L,, tal que 1. = 9. En ese caso la férmula

(2, ..., Tp) /\/\{xi =z;:i<j<nymn(i)=n()}

afslapenT.

Proposicién 7.9 Si w > o > §, la funcién f : S — S? definida por f(p) = {p € p:
w € Lg} es una aplicacion abierta y continua.

Prueba. Sea ¢ € Lg, entonces f~'([¢]g) = [¢]a. Esto muestra que f es continua. Sea
¢ € Ly, digamos ¢ = (x4, ..., x4, ) donde ig < -+ < i < 0 <ipy1 < -+ < in. Sea
Y(@igs .y xiy) = iy Ty, @(Tigs -5 Ty )

Entonces ¥ € Lg vy f([¢]a) = [¥]s. Esto muestra que f es abierta.

Teorema 7.10 (Omisién de Tipos. Versién general) Sea L numerable y para cadan €
w sea P, un conjunto numerable de n-tipos de T no-aislados en T. Entonces existe un mo-
delo numerable de T que omite todos los tipos de |J,,c,, Pn-

Prueba. Por la Proposicién 7.8 podemos suponer que la coleccién J,, ., Pn estd cerrada
bajo sustitucion de variables, pues al cerrarla seguimos teniendo una coleccién numerable
de tipos no-aislados. Sea n € w y p € P,. Como p es un n-tipo no-aislado en T por
la Proposicién 7.6 el conjunto (),c,[¢]n es un cerrado denso en ninguna parte en ST
Si f: ST — ST es la funcién continua y abierta de la Proposicién 7.9, tenemos que
Noepl@lo = f_l(mwep[‘P]") y por tanto (), ¢,[¢]. es un cerrado denso en ninguna parte
en ST, es decir |J,,[~¢]. es un denso abierto en ST Sea M el subconjunto de S definido
como en la Proposicién 7.7. Por el Teorema de Categoria de Baire existe un w-tipo ¢ de T'

tal que
geMn () () Ul-¢le

n€w pe P, pEp

Sea (a; : i € w) una realizaciéon de ¢ en un modelo N de T. Como ¢g € M, por la Proposi-
cién 7.7 sabemos que {a; : i € w} es el universo de una subestructura elemental M de N.
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Veamos que M omite todos los tipos de |J,,,, Pn- Supongamos que, por el contrario, existe
para algin n un p € P, que se realiza en M, digamos que mediante la n-tupla a;,, ..., a;, -
Sea m = méx{ig,...,in—1} +1 y sea m: n — m la funcién definida por 7(j) = i; para cada
j < n. Entonces la m-tupla ay, ..., a,,—1 realiza en M el tipo p, obtenido al sustituir en p
las variables xo, ..., 7,1 por las correspondientes variables x (o), - - -, Zx(n—1). Pero en ese
caso para cada ¢ € p,, tenemos ¢ € ¢ y por tanto g € [¢].. Esto contradice la suposicién
de que p, € Pp,.

Definicién (w-modelo, w-16gica) Fijemos un predicado monddico A/ y un tipo de seme-
janza Ly = {0, S}, donde 0 es una constante y S es un simbolo funcional monddico. Sea L
un lenguaje que extiende a Ly U {N}. Decimos que una L-estructura M es un w-modelo si
NM es un subconjunto Ly-cerrado de M (es decir, contiene a 0™ y est4 cerrado bajo S™)
y la subestructura de M | Lys de universo N'M (la Lpr-estructura (VM 0M SM | /M) es
isomorfa a (w, 0, S), la estructura de los niimeros naturales con el ntimero cero y la funcién
sucesor. Obérvese que la condicién de que N'M sea Ly cerrado consiste simplemente en ser
un modelo de las sentencias

1. N(0)
2. Vo(N(z) — N(S(x))).

Sin embargo la condicién de ser un w-modelo no se puede cifrar en satisfacer un conjunto
de sentencias. Los w-modelos son los modelos de estas sentencias que ademéds omiten el tipo

N@)yu{e #S"(z):n>1}

donde S™ = S-S n veces. La w-ldgica es la logica de primer orden restringida a la sola con-
sideracién de w-modelos. Se contemplan tinicamente lenguajes que extienden a L U {N}.
Sea ¥ un conjunto de sentencias de uno de estos lenguajes. Se dice que X es satisfacible en
w-légica si y sélo si X tiene un w-modelo. Y se dice que una sentencia ¢ es consecuencia en
w-logica del conjunto de sentencias X si todo w-modelo de ¥ es un modelo de . Escribimos
en ese caso X =, . Estas nociones se definen de modo andlogo para conjuntos de férmulas
y formulas que no son necesariamente sentencias.

Definicién (w-regla) Sea de nuevo L un lenguaje que extiende a Ly U {N}. La w-
regla es la regla que permite inferir Vz(N (z) — ¢(z)) a partir del conjunto de premisas
{(5™(0)) : n < w}. Se dice que un conjunto de férmulas ¥ estd cerrado bajo la w-regla
si al aplicar la w-regla a férmulas de ¥ se obtienen férmulas de X. Para cada conjunto de
férmulas ¥ existe un conjunto minimo ¥’ que extiende a X y est4 cerrado bajo consecuencia
y bajo la w-regla. Para obtenerlo basta con poner ¥’ = J,_,,, ¥i, donde

n ZOZZ

= ¥;41 es el resultado de agregar a {¢ : X; E ¢} todas las férmulas que se obtienen
aplicando la w regla a elementos de este conjunto de férmulas.

= ), = Uj<i > si i es un ordinal limite.

Ponemos ¥ -, ¢ y decimos que ¢ es deducible en w-Idgica a partir de ¥ si p € X/. Obsérvese
que la relacién F,, puede caracterizarse de modo puramente sintictico como deducibilidad
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en un célculo que usa las reglas y axiomas de la légica de primer orden y adicionalmente
la w-regla. Las deducciones en este calculo tienen longitud infinita pero esta longitud es un
ordinal numerable.

Observacién 7.11 Si L = {+,-,5,0,N'} y X estd formado por las sentencias

1. Vz N (z)

2. Vzx+0=z

3. Voeyx+ S(y) =Sz +y)
4 Vzz-0=0

5 Veyx-Sly)=x-y+x

entonces el conjunto de las sentencias ¢ de L tales que ¥ &, ¢ es la teoria completa de la
estructura (w, 4+, -, S, 0).

Proposicién 7.12 Si L es numerable y extiende a Ly, ¥ es un conjunto de sentencias de
L y ¢ es una sentencia de L, entonces ¥ 1=, ¢ si y solo si &k, ¢.

Prueba. Para establecer que si ¥ F,, ¢ entonces ¥ =, ¢ basta observar que la w-regla
preserva la satisfaccién de las sentencias si sélo se consideran w-modelos. Para la otra
direccién, supongamos que ¥ =, ¢ pero que ¥ t, ¢. Sea ¥ = {¢ : ¥k, ¢} y sea
p(z) = {N(2)} U {~z = S™*(0) : n < w}. Entonces T = %' U {—p} es consistente. Va-
mos a ver en primer lugar que p(z) no es aislado en T. Sea 1 (x) consistente con T'. Si
T = ¢(z) —» =S™(0) = z para cada n < w entonces por la w-regla T' = V(N (z) — —¢(x))
de modo que ¥ (z) no puede implicar N'(z) en T. Como p(z) no es aislado y L es numerable,
por el Teorema de Omisién de Tipos hay un modelo M de T que omite p(z). Como M omite
p(z), es un w-modelo. Pero esto contradice la hipétesis de que ¥ =, ¢.
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Capitulo 8

Saturacion

Vamos a generalizar la nocién de tipo en dos sentidos. Por un lado consideraremos tipos
no sélo de n-tuplas o de w-secuencias sino también tipos de I-secuencias para cualquier
conjunto de indices I. Por otro lado admitiremos tipos sobre conjuntos de parametros y
no so6lo tipos sobre el conjunto vacio. Sea I un conjunto arbitrario. Ampliamos el lenguaje
formal introduciendo nuevas variables {x; : ¢ € I'}. L; es el conjunto de las férmulas de
L cuyas variables libres estdn en el conjunto {z; : i € I}. Un I-tipo de la teoria T es un
conjunto de férmulas de L; que es consistente con T'. Un I-tipo p es completo si para cada
¢ € Ly, o bien ¢ € p o bien —¢ € p. El espacio de los I-tipos de T es ST. Al igual que SZ,
es un espacio booleano. Obsérvese que |Ly| = |I| + |L| + w y que |ST| < 2/I+IEI+ew,

Sea ahora T una teorfa consistente y completa de tipo L, sea M | T y sea A C M.
Recordemos que mediante L(A) nos referimos al lenguaje que amplia a L mediante la
introduccién de una constante nueva y distinta para cada a € A. La estructura M4 es la
expansién de M en la que cada constante se interpreta como el correspondiente elemento
de A. Si el contexto elimina las posibles ambigiiedades, nos referiremos con T'(A4) a la teoria
de la expansiéon M4, esto es T(A) = Th(M4). Para cada conjunto de indices I tenemos el
espacio topoldgico asociado

SH(4) = S{.

Si no hay confusién ponemos simplemente S;(A). Si M < Ny A C M, entonces Th(My) =
Th(Na) y por ello SM(A) = SN(A). Un I-tipo (de M) sobre A es un I-tipo de Th(M.,).
Obsérvese que para T completa ST = SM(()) para cualquier M = T y para T incompleta
S? = UM|:T S;V[(@)-

Si p es un I-tipo sobre Ay J C I, usaremos la notacién p [ J o p | {x; : i € J} para re-
ferirnos al J-tipo sobre A constituido por las férmulas de p que estan en L. Y si B C A, la
notacién p | B referird al I-tipo sobre B constituido por las férmulas de p que estan en L(B).

Observacion 8.1 Para un modelo M de T con A C M y un conjunto ¥ de formulas de
L;(A) son equivalentes,

1. X es un I-tipo de M sobre A.
2. X es finitamente satisfacible en M.

3. X es satisfacible en una extension elemental de M.
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Lema 8.2 Si M es un modelo de tipo L y P C SM(A), entonces eviste N = M de cardi-
nalidad < |P|+ |L| + |M| + |I| + w que realiza todos los tipos de P.

Prueba. Sea D el diagrama elemental de M expresado con el conjunto de constantes C.
Para cada p € P sea C, = {c! : i € I} un conjunto de constantes distintas y nuevas
(Co,NCy=Cp,N(LUC) =0sip#q)yseap = p(c :ie I). Finalmente pongamos
Y=DU Upepp’. Cada subconjunto finito de X es satisfacible en alguna expansiéon de M.
Por los teoremas de compacidad y Lowenheim-Skolem, X es satisfecho en un modelo N de
cardinalidad < [L| +[C|+[U,ep Cp| +w = [P| + |L[ + | M|+ [I| + w. Entonces N | L es la
extension de M que buscdbamos.

Definicién Sea A C M y a = (a; : ¢ € I) una secuencia de elementos de M. Se define el
tipo de a sobre A como

tpar(a/A) = {p(x) € Li(A) : M = ¢(a)}.

Si el contexto lo permite escribimos tp(a/A) en vez de tpy,(a/A).

Observaciones 8.3 Sea A C M y sea a una I-secuencia de elementos de M. Entonces:

1. Para cada I-tipo p de M sobre A, a |=p si y sélo sip C tpy,(a/A).
2. Para cada p € SM(A), a |=p siy sélo sip=tpy(a/A).
3. Si N = M, entonces tp,,(a/A) = tpy(a/A).

Proposicién 8.4 Si A C M, existe N = M tal que SM(A) = {tpy(a/A) : a € N} y
|N| < |M‘ _~_2\A\+|L\+|I\+w'

Prueba. Témese con el Lema 8.2 una extensién elemental N de M donde todo p € SM(A)
se realiza y obsérvese que |SM(A)| < 21AIFIEHITI+w,

Proposicién 8.5 Sea A C M y sean a = (a; : i € I) yb = (b; : i € I) secuencias de
elementos de M. Entonces las siguientes condictones son equivalentes:

- tppr(a/A) = tpy (b/A).
. Para cada B C A finito, tp,;(a/B) = tp,,(b/B).
. Para cada Iy C I finito tpy,(a | In/A) = tpy (b ] In/A).

~

2

3

4. Para cada enumeracién c¢ de A, tpys(a,c/0) = tpy, (b, c/0).
5. (Mg,a) = (My,b).

Definicién (Aplicaciones elementales parciales) Una aplicacidn elemental parcial de

un modelo M en un modelo N es una funcién f con domf C M, recf C N y tal que para

cada tupla a € domf, tp,;(a/0) = tpy(f(a)/0). Obviamente, la existencia de una tal apli-
cacién presupone que M = N.
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Observacion 8.6 Sea A C M y sean a,b I-secuencias de elementos de M. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. tp(a/A) = tp(b/4)

2. {(a,b)} Uida es una aplicacion elemental parcial de M en M.

Definicién (Tipos conjugados) Sea f una aplicacién elemental parcial de M en N con
A C domf y seapun I-tipo sobre A. El tipo conjugado de p por f es el I-tipo sobre f(A) que
se obtiene sustituyendo en cada férmula de p los parametros de A por los correspondientes
pardmetros de f(A), es decir,

p’ = {e(x, f(a)) : p(z,a) € p}.

Si p es completo, también p/ lo es. La conjugacién mediante f induce un homeomorfismo
entre los espacios topoldgicos SM(A) y SN(f(A)).

Observacion 8.7 Sea f una aplicacion elemental parcial de M en N, A C domf, a una
I-secuencia de elementos de M, p =tp(a/A) y b € NI. Son entonces equivalentes:

1. bl=p/

2. {(a,b)}U f | A es elemental.

Ademds, si g D f | A es elemental y a € domg, entonces p’ = tp(g(a)/f(A)).

Lema 8.8 Si f es una aplicacion elemental parcial de M en M, existe N = M y g € AutN
tal que f C g. Se puede obtener este N con la propiedad adicional de que |[N| < |M|+|L|4w.

Prueba. Observemos primero que existe M’ = M y una aplicacién elemental parcial f/ de
M’ en M’ tal que f C f' y M C domf’. Para mostrarlo basta tomar una enumeracién ar-
bitraria a = (a; : i € I) de M, considerar el tipo p = tp(a/domf), realizar pf mediante una
I-secuencia b en una extensién elemental M’ de M y poner f’ = {(a,b)} U f. Hecha esta ob-
servacién podemos construir una cadena elemental (M, : n € w) y una cadena (f, : n € w)
de aplicaciones comenzando con My = M y fo = f y consiguiendo que f,, sea una aplica-
cién elemental parcial de M,, en M,, con Ma,, C dom fon+1 ¥ Mapy1 C recfont2. Si N es la
unién de la cadena y g =, ¢, fn, resulta que g es un automorfismo de N que extiende a f.

Teorema 8.9 Sea A C M y sean a,b € M. Son entonces equivalentes:

1. tpy(a/A) = tpa(b/A)

2. Hay N = M y f € AutsN tales que f(a) =b.

Prueba. Una direccién es inmediata y la otra se sigue del Lema 8.8.
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Definicién (Modelo k-saturado, modelo saturado) Sea x un cardinal infinito. Un
modelo M es k-saturado si realiza todos los 1-tipos sobre subconjuntos A C M de cardina-
lidad < k. Obsérvese que un modelo de cardinal infinito x es a lo sumo k-saturado. Decimos
en ese caso que M es saturado.

Lema 8.10 Sea M un modelo k-saturado y A C M y |A] < k. Si |I]| < &, todo I-tipo sobre
A se realiza en M.

Prueba. Sea A C M con |A| < k y sea p € S7(A). Podemos suponer que I = x. Vemos
que existe en M una secuencia (a; : i < k) tal que G, | p, para cada ordinal a < k,
donde @, = (a; : i < @) y po = pN Ly(A). Estas secuencias @, se construyen inductiva-
mente comenzando con la secuencia nula, haciendo que unas sean prolongacién de otras y
tomando uniones en los limites. Indicamos como se obtiene @,1 a partir de a,. Lo que
necesitamos es prolongar @, anadiendo un punto a, de modo adecuado. Sea ¢ = q(z4) el
resultado de sustituir en el tipo p,y1 las variables {x; : i < a} por los correspondientes
pardmetros {a; : i < a}. Se trata de un 1-tipo sobre el conjunto AU {a; : i < a}y el
cardinal de este conjunto es < k. Por k-saturacién existe en M una realizacién a, de g.
Este es el punto buscado.

Definicién (Modelo k-universal, modelo universal) Sea x un cardinal infinito. Un
modelo es k-universal si en él son elementalmente inmersibles todos los otros modelos de
su misma teoria completa que tengan cardinalidad < x. Un modelo de cardinalidad « es a
lo sumo T -universal. En ese caso se dice que es universal.

Proposicién 8.11 Si M es k-saturado, entonces M es k™ -universal.

Prueba. Sea N = M tal que |[N| < k y veamos que N es elementalmente inmersible en M.
Sea a = (a; : i < k) una enumeracién de N y sea p = tpy(a/0). Entonces p € SM () y hay
entonces una secuencia (b; : ¢ < k) en M que realiza p. La aplicacién f : N — M definida
por f(a;) = b; es elemental.

Lema 8.12 Si k > |T|, existe un modelo de T de cardinal < 25 que es k+-saturado. Si
k> |M|+ |L| +w, existe N = M de cardinal < 2% que es k¥ -saturado.

Prueba. La segunda afirmacién se obtiene aplicando la primera al diagrama elemental de
M. Para justificar la primera afirmacién, se construye una cadena elemental (M; : i < ™)
de modelos M; de cardinal < 2%, de modo que para cada A C M; con |A| < k&, todo
pE S{VI" (A) se realice en M. La unién de la cadena es el modelo buscado.

Teorema 8.13 Sea k = k<" y k > |L|. Las siguientes condiciones son entonces equivalen-
tes para T completa:

1. T tiene un modelo saturado de cardinal k.

2. Para cadan € w, |ST| < k.
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3. Para cada M =T y cada A C M con |A| < &, |SM(A)| < k.

Prueba. 1 = 2. Sea M = T saturado y de cardinal x y para cada p € SI escojamos una
n-tupla a, € M que realiza p. Si p # g, entonces a, # a,. Por tanto |[SL| < [{a, : p €
ST < |M| = k.

2= 3 SeaM =T ysea AC M con |A| = p < k. Sea a una p-enumeracién de A
y para cada p € Si(A) sea a, una realizacién de p, escogida en una extension elemental
de M. Si p # q entonces tp(a,a,/0) # tp(a,a,/0). Por tanto |S1(A)| < [S*T1(0)]. Como
dos tipos de secuencias infinitas coinciden si y sélo si coinciden todas sus restricciones a
un nimero finito de variables, tenemos ademas que [S,41(0)] < [U,c., S ()| (DT <
| Unew Sn@)" < (k- w)" = k# < k.

3 = 1. La hipétesis k = k<* implica que & es regular y que el niimero de subconjuntos
de cardinal < k que tiene un conjunto de cardinal < k es < k. Entonces podemos construir
una cadena elemental (M; : ¢ < k) de modelos M; de cardinal < k consiguiendo que si
ACM,; y|Al <kypée Si(A), entonces p se realiza en M;; 1. Como k es regular, la unién
de la cadena es un modelo saturado.

Enunciamos de modo independiente el caso numerable de este teorema:

Corolario 8.14 Para una teoria completa numerable T son equivalentes:

1. T tiene un modelo saturado numerable
2. Para cadan € w, ST es numerable

3. Para cada M =T y cada A C M finito, SM(A) es numerable.

Un criterio que en ocasiones es ttil para garantizar la existencia de un modelo saturado
numerable es el siguiente:

Corolario 8.15 Sea T una teoria completa numerable. Si I(T,w) < w, es decir, si T sdlo
tiene una cantidad numerable de modelos numerables no isomorfos, entonces T tiene un
modelo saturado numerable.

Prueba. La hipétesis I(7,w) < w implica que para cada n € w, |ST| < w.

El siguiente resultado muestra que los modelos saturados son unicos salvo isomorfia en
los cardinales en que existen.

Teorema 8.16 Si M, N son saturados, M = N y |M| = |N|, entonces M = N.

Prueba. Sea M = {a; : i < k} y N = {b; : i < k}. Construimos una cadena de aplica-
ciones elementales parciales de M en N, (f; : i < ), comenzando con fy = () y de modo
que |fi| < K, a; € domf; 1 y b; € recf;1. Para obtener f;11 a partir de f;, consideramos
p; = tp(a;/domf;). Por saturacién de N hay b € N que realiza p{ Entonces f; U {(a;,b)}
es elemental. Repitiendo esta operacién en sentido inverso se obtiene ¢ € M para el que
fix1 = fiU{(a;,b), (¢, b;)} es elemental. En los limites se toman uniones. Para asegurar que
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con esas uniones se obtienen aplicaciones de cardinalidad < x, conviene concretar que la
construccién se hace de modo que |f;| < 2|i|. La unién |J,_,. fi; de esta cadena de aplicacio-
nes es un isomorfismo entre M y N.

<K

Definicién (Homogeneidad y homogeneidad fuerte) Sea x un cardinal infinito. Un
modelo es k-homogéneo si para cada aplicacién elemental parcial f de M en M con |f| <
y cada a € M existe una aplicacién elemental parcial g O f de M en M tal que a € domg.
Un modelo homogéneo es un modelo de cardinal x que es xk-homogéneo. Por otro lado, de-
cimos que M es fuertemente k-homogéneo si toda aplicacion elemental parcial de M en M
que tenga cardinalidad < k puede extenderse a un automorfismo de M. El modelo M es
fuertemente homogéneo si es de cardinal k y fuertemente xk-homogéneo.

Proposicion 8.17 1. Si M es fuertemente k-homogéneo, M es k-homogéneo.
2. Si M es k-saturado, M es k-homogéneo.
3. M es fuertemente homogéneo si y sélo si M es homogéneo.

4. Sik>|Ll4+wy M es k-homogéneo y k+-universal, M es k-saturado. Si k > |L| +w
basta con k-homogeneidad y k-universalidad.

Prueba. I es claro. Respecto a 2, si f es una aplicacién elemental parcial de M en M con
|fl| < kya € M, entonces p = tp(a/domf)’ debe realizarse en M, y si b € M es una
realizacién suya, la aplicacién f U {(a,b)} es elemental.

3. Si M = {a; : i < Kk}, y f es una aplicacién elemental parcial de M en M con
|f| < &, aplicando la condicién de k-homogeneidad y comenzando con f, podemos obtener
una cadena (f; : ¢ < k) de aplicaciones elementales parciales de M en M con |f;| < &,
a; € domf;11 y a; € recf;+1. La unién de esta cadena es un automorfismo de M que
extiende a f.

4. Sea A C M con |A] < Kk y seap € S1(A). Existe un modelo N tal que A C N
y My = Ny, donde p se realiza, digamos que mediante a € N. Podemos suponer que
k > |N|. Por kT-universalidad de M hay una inmersién elemental f : N — M. En el caso
k > |L| y M k-universal, puede suponerse |[N| < k. En cualquier caso, f | A es una apli-
cacién elemental de M en M y |f | A| < k. Por k-homogeneidad de M hay b € M para el
cual {(b, f(a))}Uf I A es una aplicacién elemental parcial de M en M. Entonces b realiza p.

Teorema 8.18 Si M es un modelo de cardinalidad > |L| + w, M es saturado si y sdlo si
M es homogéneo y universal.

Prueba. Por la Proposicién 8.17 y la Proposicion 8.11.

La existencia de extensiones elementales x-saturadas y x-homogéneas esta garantizada
por el Lema 8.12, pero para obtener extensiones fuertemente xk-homogéneas se necesita un
argumento especifico. Este resultado también nos da extensiones xk-homogéneas de menor
tamano, por ejemplo, extensiones homogéneas numerables de modelos numerables.

o4



Proposicién 8.19 Sea p > |M| + |L| + w un cardinal tal que p<" = p. Entonces existe
N = M de cardinal i que es fuertemente k-homogéneo.

Prueba. El argumento es un refinamiento del presentado en la prueba del Lema 8.8. Exis-
ten < u aplicaciones elementales parciales de M en M que tengan cardinalidad menor que
k y por tanto es facil obtener M’ = M de cardinalidad p donde todas estas aplicaciones
pueden extenderse a un automorfismo. Considérese ahora el conjunto F formado por las
aplicaciones elementales parciales de M’ en M’ con cardinalidad < k y por los automorfis-
mos de M’ asociados a las aplicaciones elementales parciales de M en M con cardinalidad
< k. Como |F| < pu podemos obtener ahora M" = M’ de cardinalidad p donde toda f € F
puede extenderse a un automorfismo. Esto sugiere como construir una cadena elemental
(M; : i < p) de modelos de cardinal p y colecciones de automorfismos {F; : ¢ < u} de
modo que cada F; es una coleccién de < p automorfismos de M; y cada aplicacién elemen-
tal parcial de M; en M; de cardinalidad < k puede extenderse a un elemento de F; ;1 y si
1 < j < p, todo elemento de F; puede extenderse a un elemento de F;. En los limites no hay
maés que tomar las uniones de los modelos y definir la coleccién de automorfismos de modo
que prolonge a todas las anteriores. Sea N la union de esta cadena. Si f es una aplicacion
elemental parcial de N en N con |f| = A < k, entonces, como u* < p, A es menor que la
cofinalidad de p y por ello f es de hecho una aplicacién elemental parcial de M; en M; para
algtin 7 < p. Por tanto f puede extenderse a un automorfismo de N.

Corolario 8.20 Si|M| > |L|+w, M tiene una extension elemental fuertemente w-homogénea
de su mismo cardinal.

Finalizaremos mostrando que los modelos homogéneos quedan caracterizados en cada
cardinalidad por los n-tipos sobre () que realizan. Esto generaliza el teorema de unicidad de
los modelos saturados (Teorema 8.16).

Lema 8.21 Sea M =T un modelo k-homogéneo. Entonces

1. Sea A C M tal que |A| < k y sea p € S1(A). Si para cada Ag C A finito, p [ Ay se
realiza en M, también p se realiza en M.

2. Seap € ST, donde |I| = k. Si para cada Iy C I finito, p | Iy se realiza en M, también
p se realiza en M.

Prueba. 1. Hacemos induccién en |A|. La hip6tesis nos da el resultado para |A| < w. Sea
|A| = p > w. Enumeramos A = {a; : i < p} y ponemos A; = {a; : j < i}. As |A;] < p
y A= <u A;. Por hipétesis inductiva p [ A; se realiza en M, digamos que mediante b;.
Obsérvese que si ¢ < j, entonces tp(b;/A4;) = tp(b;/A;). Vamos a definir inductivamente
una secuencia (a} : i < p) de modo que

tp(b3 (a] : j < i)/0) = tp(b] (a; : j < i)/0):

El caso limite no ofrece dificultades. Consideremos el caso ¢ + 1. Tenemos que prolongar
(a} : j <) definiendo aj. Sabemos que

tp(by (af = j < i)/0) = tp(biyy(aj : j <i)/0)
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y por x-homogeneidad obtenemos a con

tp(a;bg (aj : 5 < 4)/0) = tp(aibiy,(a; : 5 <i)/0),

esto es,
tp(bOA(a;- j<i+1)/0) = tp(b;q(aj 1 j <i+ 1)/0).

Obtenida asi la secuencia (a
consigue un b € M tal que

tp(by (a; 1 < p)/0) = tp(b™(a; : i < p)/0),

lo cual implica que b = p.

: 1 < u), aplicando de nuevo la k-homogeneidad de M se

2. Sin perder generalidad, podemos suponer que I = k. Definimos inductivamente una
secuencia (a; : ¢ < k) en M de modo que para cada @ < K, (a; : ¢ < &) = p | a. En
los limites se toma la prolongacién de las secuencias previas. Consideremos la obtencion
de la secuencia de longitud « + 1 a partir de (a; : i < «). Sea ¢ = ¢(z4) el resultado
de sustituir en p | « + 1 las variables (z; : i < «) por los correspondientes elementos de
(a; : i < a). Queremos realizar ¢ en M para de este modo prolongar (a; : ¢ < «) afadien-
do esta realizacién al final. Por (1) basta con mostrar que para cada Ag C {a; : i < a}
finito, ¢ | Ap se realiza en M. Sean iy < --- < i, los indices de los elementos de Ag.
Por hipétesis hay en M una secuencia (b, ...,b; ,bs) que realiza p [ {i,..., i, Ta}-
Entonces tp(bi,, ..., bi, /0) = tp(aiy, - ..,a;, /0) y por w-homogeneidad hay b € M tal que
tp(bigys -+, bi, 0o /0) = tp(a,,...,a:,,b/0). De este modo b = g [ Ao.

Proposicién 8.22 Sean M, N modelos homogéneos tales que M = N y |M| = |N|. Si para
cada n € w, M y N realizan los mismos n-tipos sobre (), entonces M = N.

Prueba. Sean M, N modelos homogéneos elementalmente equivalentes con |[M| = |N| = k.
Sea M = {a; : i < K} ysea N = {b; : i < s}. Construimos inductivamente una ca-
dena (f; : ¢ < k) de aplicaciones elementales parciales f; de M en N con |f;| < &, de
hecho | f;| < 2|i|. Comenzamos con la aplicacién nula y en los limites tomamos la unién de
las aplicaciones previas. Consideremos la obtencion de f;11 a partir de f;. Veamos cémo
obtener b € N para el cual {(a;,b)} U f; es elemental. Nos centramos en esto, pues la si-
metria de hipétesis permitiria después obtener a € M para el cual {(a,b;), (a;,b)} U f; es
elemental. Sea @ una enumeracién de domf; y sea p = tp(aa;/0). Como M y N realizan
los mismos n-tipos sobre @, toda restriccién de p a un nimero finito de variables se realiza
en N. Por el lema previo también p se realiza en N. Sea ¢c una tal realizacion. Entonces
tp(¢/0) = tp(f:(@)/0) y por homogeneidad hay b € N tal que tp(ec/0) = tp(fi;(@)b/0). De

ello se sigue que tp(aa;/0) = tp(f:(b)b/0) y por tanto que {(a;,b)} U f; es elemental.
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Capitulo 9

Ultraproductos

Definicién (Filtros y ultrafiltros sobre un conjunto) Un filtro sobre el conjunto I
es un filtro en el dlgebra de Boole P(I) = (P(I),0,1,N,U, ). Andlogamente, un ultrafiltro
sobre I es un ultrafiltro en P(I).

Observaciones 9.1 1. Un filtro sobre I es una coleccion F formada por subconjuntos
de I (por tanto F C P(I)) tal que:
a) I €F.
b) St XY € F, entonces XNY € F.
c) SiXeF, yXCY CI, entoncesY € F.

2. Un filtro F sobre I es propio si y sdlo si F' # P(I). Equivalentemente, si y solo si
D& F.

3. Un ultrafiltro sobre I es un filtro propio U sobre I que cumple las siguientes condicio-
nes, que son todas equivalentes entre si.

a) U es maximal entre los filtros propios sobre I.
b) Si XUY €U, entonces X eU oY € U.
¢) Para cada X C I, 0o bien X €U o bien [ N\ X € U.

4. Una coleccion A formada por subconjuntos de I puede extenderse a un filtro propio
sobre I si y sdlo si tiene la propiedad de la interseccion finita, es decir, si y sélo si la
interseccion de cualquier numero finito de elementos de A es no vacia. Si se cumple
esta condicion hay un menor filtro propio sobre I que contiene a A, se trata del filtro
F ={X CI: X incluye una interseccién finita de elementos de A}.

5. Todo filtro propio sobre I puede extenderse a un ultrafiltro sobre I.

Definicién (Productos reducidos y ultraproductos) Sea (M; : i € I) una familia de
estructuras del mismo tipo de semejanza L y sea F un filtro propio sobre I. Vamos a definir
el producto reducido de la familia (M; : i € I) mddulo el filtro F. Se trata de una estructura
[I,(M; :i € I) de lenguaje L que describimos a continuacién. Cuando F' es un ultrafiltro
sobre I se llama ultraproducto. Para formar el universo consideramos primero el conjunto
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[1;c; M; formado por todas las secuencias (a; : i € I) tales que para cada i € I, a; € M;.
En este conjunto se define una relacién ~pg por

(aj:i€l)~p (bj:i€el) & {i€l:a;=0b;} €F.

Se trata de una relacion de equivalencia. El universo del producto reducido es el cociente
Hiel M;/ ~p.Sia€ Hiel M; usamos la notaciéon ap para referirnos a su clase de equiva-
lencia [a]~ .. La interpretacién de los simbolos de L se realiza de acuerdo con los siguientes
criterios, que en 2 son independientes de los representantes elegidos,

1. Para cada constante ¢ € L, cllr(Mii€D) — (ch' i el)p.

2. Para cada sfmbolo funcional n-4dico G € L y cualesquiera a',...,a" € [Lic; Mi,
GUrMii€D) (gl - qn) = (GMi(at(d),...,a" (i) ;i € I)p.

3. Para cada predicado n—adico R € L,

RUrOMsel) — rgd - q%): {ieI: (a(i),...,a" (7)) € RMi} € F}.

Teorema 9.2 (Teorema de Los) Sea U un ultrafiltro sobre el conjunto I y sea (M; : i €
I) una familia de L-estructuras.

1. Para cada término t = t(z1,...,7,) de L y cualesquiera a',... a" € [Licr Mi,
tHloMA€D (qf ag) = (i (al (4), ..., a™ (i) i € D)y
2. Para cada formula o = o(x1,...,7,) € L y cualesquiera a',... a" € Hiel M;,

[[Mi:ien) = glay,....ah) < {i€l: M= pa(i),...,a"(i)} € U
U

3. Para cada sentencia o de L,

[[Mi:iehko o {icl: M=o} el
U

Prueba. El punto I se muestra por induccién en t aplicando las definiciones y no ofrece
dificultades. El punto 3 se sigue inmediatamente de 2, que a su vez se prueba por induccién
en . El caso ¢ atémica se obtiene facilmente de las definiciones usando el punto 1. Consi-
deremos el caso —p. Sea X, = {i € I : M; = ¢(a'(4),...,a™(i))}. Por la hipétesis inductiva
tenemos que [[;(M; i € I) = ¢(a};,...,a}) siysélosi X, € U. Como U es un ultrafiltro,
X, ¢ Usiysélosi INX, € U. De aqui el resultado. Consideremos ahora el caso ¢ = (¢ A).
Consideramos los correspondientes conjuntos X, Xy y X,. Resulta que X, = X, N X, y
que, por ser F' un filtro, X, N X, € U siysélosi Xy, € Uy X, € U. La hipétesis inductiva
sobre 1) y x proporciona entonces el resultado para . Consideremos, por tltimo, el caso ¢ =
Jyp(x1, ..., 20, y). Siexiste b € [[,o; M; tal que [T, (M; : i € I) = Jyw(ag,...,ay, bu)
y formamos X, = {i € I : M; = ¢¥(a'(i),...,a"(i),b(i)}, resulta que Xy € U y que
Xy € X,. Como U es un filtro, X, € U. Para la otra direccién, supongamos que X, € U.
Para cada i € X, tenemos que M; = Jyp(a*(i),...,a"(i),y) y podemos, por tanto, escoger
b; € M; tal que M; = ¢(a'(i),...,a™(i),b;). Parai € I \ X, escogemos b; € M; arbitrario.
Definimos entonces el elemento b de [],.; M; poniendo b(i) = b; para cada i € I. Formamos
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de nuevo el correspondiente conjunto Xy, = {i € I : M; = ¢ (a'(4),...,a"(i),b(i)}. Como
X, € Xy, también X,y € U y la hipétesis inductiva proporciona entonces el resultado de
que [[;(M; :i € I) = 4(af;,...,a%, by). Ello implica que [[,(M; : i € I) = ¢(ay, ..., a}).

Proposicion 9.3 Sea K una clase de estructuras de lenguaje L.

1. K es una clase ECa si y sélo si K estd cerrada bajo equivalencia elemental y bajo la
formacion de ultraproductos.

2. K es una clase EC si y solo si tanto K como su complemento respecto a las clase de
las L—estructuras estdn cerrados bajo equivalencia elemental y ultraproductos.

Prueba. Como se indicé en 77, el punto 2 se sigue de 1. Respecto a 1, es claro que las clases
ECA estéan cerradas bajo equivalencia elemental y bajo ultraproductos. Para establecer la
otra direccién, pongamos T = Th(K). Tenemos que mostrar que todo modelo de T perte-
nece a K. Sea M |=T. Veremos que M es elementalmente equivalente a un ultraproducto
de elementos de K, lo cual implica que M € K ya que suponemos que K estd cerrado
bajo equivalencia elemental y ultraproductos. Sea I = Th(M). Como M = T, para cada
o € I podemos encontrar un M, € K tal que M, | 0. Para cada o € I sea ademds X,
la coleccién de todas las sentencias de Th(M) de las que la sentencia o es consecuencia.
Entonces {X, : 0 € Th(M)} es una coleccién de subconjuntos de I y tiene la propiedad
de la interseccion finita, de modo que puede extenderse a un ultrafiltro U sobre I. Es facil
comprobar que M = [[,(M, : 0 € I).

Definicién (Ultrapotencia) Si (M; : i € I) es una familia de L-estructuras y existe M
tal que para cada i € I, M; = M, entonces el ultraproducto My (M; : i € I) se denomina
ultrapotencia de M mddulo U y se designa con [, M o con MY,

Proposicién 9.4 Sea U un ultrafiltro sobre el conjunto I. La aplicacion d : M — [[, M
definida por d(a) = (a : i € I)y es una inmersion elemental de M en la ultrapotencia

[y M.

Prueba. Sea ¢(z) € L(M) y sea X, ={i € I : M; = ¢(a)}. Como M = M; para cada
i € I, resulta que si X, # (), entonces X, = I y por ello X, € U. De aqui que M = ¢p(a)
siy sélo si X, € U siysolosi ][], M = ¢(d(a)).

Observacién 9.5 En la prdctica se identifica M con su imagen d(M) en la inmersidn ele-
mental d : M — [, M y se supone siempre que una ultrapotencia [[,; M es una extension
elemental de M.

Observaciones 9.6 Sea U un ultrafiltro en el conjunto I y sea (M; : i € I) una familia de
L-estructuras.

1. Para cada i € I sea pi(x) un tipo completo sobre A; C M;. Si se define ][], (pi(x) :
i € I) como el conjunto de férmulas @(x,al;,...,a%) tales que p(z,vy1,...,yn) € L,
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a',. a0t €[Lie  Ai y{i €1 p(x,a(i),...,a"(i)) € pi(x)} € U, entonces [];(p; :
i € I) es un tipo completo (en [[,;(M; : i € I)) sobre [[;(A; : i € I) = {av €
[[p(M;iel):{icl:a(i)e A} eU}.

2. Para cada i € I, sea f; un automorfismo de M;. Se define [[,(fi : i € I) como la
aplicacion de [[,(M; : i € I) en [[,(M; : i € I) que asigna a cada ay el valor
(fi(a(i)) : i € Iy. Se trata de un automorfismo del ultrapoducto [[,(M; :i € I).

Observacion 9.7 Una de los usos mas frecuentes de los ultraproductos consiste en su
intervencion en una demostracion del Teorema de Compacidad. Sea ¥ un conjunto de sen-
tencias, sea I = [X|<“ y supongamos que para cada A € I tenemos un modelo Ma de A.
Para cada A € I sea Xpo ={T' € I: A CT}. Entonces {Xa : A € I} tiene la propiedad de
la interseccion finita y puede, por ello, extenderse a un ultrafiltro U sobre I. El ultraproducto
[[,(Ma : A €1I) es un modelo de X.

Definicién (Ultrafiltros k-completos) El ultrafiltro U sobre el conjunto I es k—com-
pleto si para cada A C U con |A] < k se tiene (| A € U. Obviamente, todo ultrafiltro es
w—completo. Se dice que U es numerablemente incompleto si no es wi;—completo.

Lema 9.8 Sea U un ultrafiltro sobre I. U es numerablemente incompleto si y sélo si existe
una familia (I; : i < w) de elementos de U tal que I; 2 Iy para cada i < w y (e, Ii = 0.
Prueba. Por un lado es claro que la existencia de esa familia impide que el ultrafiltro pueda
ser wi—completo. Por otro lado, si (J; : i < w) es una familia de elementos de U tal que
Ni<o Ji € Uy ponemos J; = J; \ (), /i, y finalmente definimos I; = [, J7, resulta que
Ii € U, que Il :_) Ii+1 Yy que ﬂ’i<w Iz = @

Observacion 9.9 Para cada conjunto I existe un ultrafiltro sobre I que es numerablemente
incompleto.

Prueba. Sea J un subconjunto infinito numerable de I y sea A la coleccién formada por
los subconjuntos cofinitos de J. Esta coleccion tiene la propiedad de la interseccién finita y
por ello puede extenderse a un ultrafiltro U sobre I. Obviamente A es numerabley (VA ¢ U.

Proposicién 9.10 Sea L un lenguaje numerable y sea U un ultrafiltro numerablemente
incompleto sobre el conjunto I. Para cualquier familia (M; : ¢ € I) de L-estructuras, el
ultraproducto [ (M; : i € I) es wy —saturado.

Prueba. Sea A = {af; : n < w} un subconjunto numerable del ultraproducto N =[], (M; :
iel). Si M= (M;,a"(i))n<w resulta que (N,af,)n<w = [[(M] : i € I). Por tanto, basta
mostrar que N realiza todos los tipos sobre el conjunto vacio. Sea p(z) = {pn(z) : n < w}
un tipo sobre el conjunto vacio (en Th(N)). Por el Lema 9.8 sabemos que existe una familia
(In:n<w)enU tal que I, D Inny1 y ,o, In = 0. Pongamos

Xn={i€L,: M; =3x(po(x) A... Apn(2))}.
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Como N E Fx(po(z) A ... Apn(x)) v I, € U, usando el Teorema de Los vemos que
X, € U. Por otro lado es claro que X, 2 X,,11 y que () X,, = (). Definimos un elemento
a = (a(i) : i € I) de [[;c; M;. Sii ¢ Xo, a(i) € M; es arbitrario. Si i € Xo y n(i) es
el mayor ntimero natural para el que i € X,,(;), escogemos en M; un elemento a; tal que
M; = (po(ai)A. .. Appiy(a;)) y ponemos a(i) = a;. De acuerdo con esto, siempre que i € X,
tenemos que M; |= (po(a(@))A... Apy(ai))) y como X, € U, N = (wolav) ... ANen(av)).
En consecuencia, ay realiza p(z) en N.

Observacion 9.11 Una consecuencia de la Hipotesis del Continuo es que si M = N son
estructuras de cardinal < wy y de lenguaje numerable, entonces para cualesquiera ultrafiltros
no principales U,V sobre w, las ultrapotencias [[; M y [[,, N son isomorfas.

Prueba. Podemos suponer que se trata de estructuras infinitas. Es facil ver que un ultra-
filtro no principal sobre w es numerablemente incompleto, pues (), w ~\ {i} = (). Por la
Proposicién 9.9 sabemos entonces que [[, M y [, N son w;-saturados. La Hipétesis del
Continuo implica que son estructuras de cardinal < w; y la saturacién implica entonces que
son de cardinal w;. El resultado se sigue entonces del Teorema 8.16.

Definicién (Ultrafiltro sk—regular) El ultrafiltro U sobre el conjunto I es k—regular si
existe un conjunto A C U de cardinalidad & tal que para cada i € I, {X € A:i € X} es
finito.

Lema 9.12 Un ultrafiltro es w—regular si y sélo si es numerablemente incompleto.

Prueba. Sea U un ultrafiltro sobre I. Usamos el Lema 9.8. Si (I; : ¢ < w) es una familia
de elementos de U como alli se indica es claro que cada i € I pertenece a sélo un nimero
finito de elementos de la familia. Por otro lado, si A es el subconjunto de U que define la
w-regularidad es inmediato que (A € U.

Proposicién 9.13 Si I es un conjunto de cardinalidad k, existe un ultrafiltro sobre I que
es k—regular.

Prueba. Basta ver que para algun conjunto I de cardinal dado x existe tal ultrafiltro.
Sea I = [k]<% la coleccién de los subconjuntos finitos de k. Para cada ordinal a < k sea
Xo={se€el:aestyseaA={X,:a<k}. Paraa <kys¢€]Il tenemos que s € X, si
y sblo si a € s. Por tanto cada s € I pertenece s6lo a un nimero finito de elementos de A.
Es facil ver que A tiene la propiedad de la interseccién finita y por ello puede extenderse
a un ultrafiltro U sobre I, ultrafiltro que necesariamente debe ser k—regular dado que A C U.

Proposicién 9.14 Si |L| < « y U es un ultrafiltro k-regular, entonces para cada L-
estructura M, la ultrapotencia [, M es k™ —universal.

Prueba. Sea N = [[,, M una L-estructura de cardinalidad < x y veamos que existe una
inmersion elemental de N en [[,, M. Sea D el diagrama elemental de N en L U C donde
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C = {c, : a € N} es un conjunto de constantes nuevo. Debemos mostrar que existe una
expansién de [[,; M que satisface D. Como U es un ultrafiltro x-regular sobre un conjun-
to I, existe un A C U de cardinalidad x tal que cada i € I pertenece tnicamente a un
ndmero finito de elementos de A. Fijamos una funcién inyectiva f : D — A. Definimos a
continuacion la expansién ([[,, M, bf;)qsen que satisface D. Fijemos ¢ € I. Vamos a definir

b*(#) para cada a € N. Sea {o1,...,0,} el conjunto (finito) de sentencias o de D tales
que i € f(0). Sean p(z) € L'y a1,...,a,; € N tales que (01 A... Acy) = @(Cays---5Ca,, )
Como N es elementalmente equivalente a [[,; M, existen b',... 0™ € [I;c; M tales que

[y M E o(by, - .., b). Ponemos entonces b% (i) = b7 (i) para 1 < j < m y definimos b (i)
de modo arbitrario para cualquier otro a € N. Para 1 < j < n tenemos que f(o;) € Uy
por el Teorema de Los ([[,; M, bf;)aen = 0. La expansion satisface entonces el diagrama
elemental D.

Definicién (Ultrafiltro x—bueno) El ultrafiltro U sobre el conjunto I es k-bueno si
para cada cardinal p < k y cada funcién f : [u]<“ — D tal que

Vs,t € [u~ (s Ct= f(s) 2 f(1))
existe una funcién g : [u]<¥ — D tal que

Vs,t € [u]~“ g(sUt) = g(s) Ng(t)

y tal que g(s) C f(s) para cada s € [k]<“.

Proposiciéon 9.15 Si I es un conjunto de cardinalidad k, existe un ultrafiltro sobre I que
es numerablemente incompleto y es kT —bueno.

Prueba. La argumentacién utiliza combinatoria infinita que no se ha desarrollado aqui.
Remitimos a [6] para una demostracién detallada.

Proposicién 9.16 Sea U un wultrafiltro sobre I que es numerablemente incompleto y k—
bueno. Si (M; : i € I) es una familia de L-estructuras y |L| < k, entonces el ultraproducto
[1,(M; i €I) es k-saturado.

Prueba. Como en el caso de la Proposicién 9.10, es suficiente demostrar que todo tipo p(x)
sobre el conjunto vacio se realiza en N = [[,(M; : ¢ € I). Como U es numerablemente
incompleto, existe una familia (I, : n < w) en U tal que I, 2 I,y para cadan < w 'y
MNhew In = 0. Sea = |p(x)| y pongamos p(x) = {@;(x) : j < p}. Definimos f : [u]<¥ — U
poniendo
fs)={i €Iy : M; =3z )\ ¢j(x)}.
JjEs

Claramente se cumple que Vs,t € [u]<“ (s C t = f(s) 2 f(¢)). Como U es rs—bueno
y p < K, existe g : [u]<¥ — D tal que Vs,t € [u]<¥“g(sUt) = g(s) Ng(t) y tal que
Vs € [p]< g(s) C f(s). Para cada i € I sea ¥; = {g;(z) : i € g({j}), 7 < n}. Mostramos a
continuacién que cada ¥; es un conjunto finito. Supongamos que |3;| > n y concretamente
que @j,,...,¢j, € X; son distintas. Entonces i € g({j1})N...Ng({jn}) = 9({j1,-.-,dn}) C
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f{J1,---,dn}) C I, de manera que i € I,,. Como [ = (), ¥; debe ser finito. Por otro

lado

ie () o) =9{i<p:p;e}) Cf{i<n:p; €5},
P €N

de manera que, por definicién de f, M; = Jx A X;(z). Podemos escoger entonces a; € M;
tal que M; = ¥;(a;). Si a = (a; : i € I) resulta entonces que para cada j < u, g({j}) € U
y para cada ¢ € g({j}), tenemos que ¢; € £; y por tanto M; = ¢;(a;). Por el Teorema de
Los, [Ty (M; 2 i € 1) |= gj(av).
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Capitulo 10

Teorias w-categoricas

Definicién (Modelo primo) M es un modelo primo sobre A C M si toda aplicacién
elemental parcial f de M en un modelo N con domf = A puede extenderse a una inmer-
sién elemental de M en N. Un modelo es primo si es primo sobre ().

Observacion 10.1 M es primo sobre A si y sélo si para cada modelo N O A con My = Ny
existe una inmersion elemental f : M — N con f | A =1ida. Por tanto, M es primo si y
solo si M es elementalmente inmersible en todo modelo N = M.

Definicién (Atomo, modelo atémico) Un dtomo en un algebra de Boole B es un ele-
mento no nulo que no puede dividirse en dos elementos no nulos. En términos del orden,
a € B es un dtomo si a > 0 y no hay b € B tal que @ > b > 0. Una férmula ¢ € L,, es un
atomo de T si su clase de equivalencia médulo 7' es un atomo en el algebra de Boole de
Lindenbaum-Tarski B%. Una férmula ¢ € L, (A) es un dtomo sobre A si es un dtomo de
T(A). Esto equivale a aislar un tipo sobre A, es decir, a la existencia de un tipo p € S™(A)
tal que ¢ € py T(A)U{¢} = p. Un modelo M es atémico sobre A C M si toda tupla de M
tiene tipo aislado sobre A, es decir, satisface un dtomo sobre A. M es atdmico si es atémico
sobre ().

Lema 10.2 Si M es atémico sobre A C M y B C M es finito, entonces M es también
atémico sobre AU B

Prueba. Sea b una tupla que enumera B y sea a € M una tupla arbitraria. Sabemos que
a, b satisface un dtomo sobre A, digamos que ¢(z,y) € L(A). Entonces ¢(z,b) es un dtomo
sobre A U B satisfecho por a.

Proposicién 10.3 (1) Si M es atdmico sobre A C M y M ~ A es numerable, entonces
M es primo sobre A.

(2) Si M es primo sobre A C M y tanto A como L son numerables, entonces M es
atomico sobre A.

(3) Si M, L son numerables y A C M, entonces M es atémico sobre A si y sdlo si M es
primo sobre A.
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Prueba. (1). Sea M ~ A ={a; : i € w} y sea f una aplicacién elemental parcial de
M en N con dominio A. Definimos inductivamente una cadena de aplicaciones elementales
parciales (f; : i € w) de M en N con fo = f y condomf; = AU{a; : j <i}. Para obtener
fit1 a partir de f; observamos que, por el lema previo, tp(a;/domf;) es aislado. Entonces
también es aislado su conjugado tp(a;/domf;)’ y por tanto se realiza en N. Si b € N es
una realizacién de ese tipo, la aplicacién f;11 = f; U{(a;,b)} es elemental. Obviamente, la
unién de esta cadena de aplicaciones es una inmersién elemental de M en N que extiende
a f.

(2). Supongamos que a € M es una tupla que no satisface ningin dtomo sobre A. Entonces
p =tp(a/A) es no-aislado y por el teorema de omisién de tipos existe un modelo Ny = M4
que omite p. Como M es primo sobre A, existe una inmersién elemental f : M — N que es
la identidad en A. Pero en ese caso f(a) es una tupla de N que realiza p.

(3). Es consecuencia de los dos puntos previos.

Un algebra de Boole es atémica si todo elemento no nulo tiene un atomo por debajo.
Esta condicién equivale a una propiedad topoldgica del espacio de Stone, a la propiedad de
que el conjunto de los puntos aislados sea denso, es decir a que todo conjunto abierto no
vacio contenga algin punto aislado.

Proposicién 10.4 Sea T' una teoria numerable y completa. Son entonces equivalentes:

(1) Para cada n € w, el conjunto de los puntos aislados de S} es denso.

(2) T tiene un modelo primo.

Prueba. Supongamos que M es un modelo primo de Ty sea p(z) € L, tal que T = Jzp(z).
Vemos que el abierto-cerrado [p] de SI determinado por ¢ contiene un punto aislado.
Tenemos una tupla a € M que satisface ¢(z). Como M es atémico, p = tp(a/0) es aislado.
Pero p € [¢], pues ¢ € p. Para demostrar la otra direccién usamos el teorema de omisién
de tipos. Sea

pn={-¢ : ¢ € L, es un dtomo de T }

ysea P={p, : n € w}. Como el conjunto de los tipos aislados de ST es denso, p,, es un
tipo no-aislado (si es consistente con T'). Por tanto P es una coleccién numerable de tipos
no-aislados. Sea M un modelo numerable de T' que omite todos los tipos de P. Resulta que
M es atémico y, por tanto, primo.

Proposicién 10.5 Si una teoria numerable y completa tiene un modelo numerable satura-
do, también tiene un modelo primo.

Prueba. Si T no tiene un modelo primo, para un cierto n € w, existe un abierto cerrado en
ST que es no vacio pero no contiene puntos aislados. Este abierto-cerrado es homeomorfo
al espacio de Cantor y tiene entonces 2% puntos. Asi pues, |SI| = 2. En ese caso todo
modelo w-saturado de T debe tener cardinalidad > 2%.

Corolario 10.6 Sea T una teoria completa y numerable. Si I(T,w) < w, entonces T tiene
un modelo numerable saturado y tiene un modelo primo.
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Prueba. Por el corolario 8.15 y la proposicién 10.5.

Proposiciéon 10.7 Sean M y L numerables. Si M es primo, entonces M es homogéneo.

Prueba. Sea f una aplicacién elemental parcial finita de M en M y sea a € M. Como M
es atémico y domf es finito, M es también atémico sobre domf y con ello p = tp(a/domf)
es aislado. Entonces también es aislado su conjugado p’ y por ello tiene una realizacién
b € M. La aplicacién f U {(a,b)} es elemental.

Proposicién 10.8 Sean A y L numerables. Si M y N son primos sobre A y Ma = N,
entonces M =4 N.

Prueba. También M y N deben ser numerables, digamos M ={a; : i€w}y N ={b; :
i € w}. Construimos inductivamente una cadena de aplicaciones elementales (f; : ¢ € w) de
M en N con fo=1ida, con f; \ fo finito y con a; € domf;11 y b; € recf;+1. Consideramos
la obtencién de f;y1 a partir de f;. Como M es atémico sobre A = domfy y fi ~ fo es
finito, M es también atémico sobre domf;. Sea p = tp(a;/domf;). Es un tipo aislado y
también lo es su conjugado pfi. Por tanto existe en N una realizacién b de p/i. Es claro que
fi U{(a;,b)} es elemental. De modo andlogo se obtiene a continuacién a € M para el que
fix1 = fiU{(a,b;), (a;, b)} es elemental. Claramente la unién de esta cadena de aplicaciones
es un isomorfismo entre M y N y es la identidad en A.

Sea B un algebra de Boole y sea S su espacio de Stone. La condicién de que B sea
finita es equivalente a la finitud de S y también a que todo punto de S sea aislado. Esto
proporciona otras lecturas al siguiente resultado.

Teorema 10.9 (Teorema de Ryll-Nardzewski) Las siguientes condiciones son equiva-
lentes para T completa y numerable:

(1) T es w-categdrica.

(2) Para cadan € w, |SE| < w.

(3) Para cada A finito y n € w, |Sp(4)] < w.
(4) Para cada A finito, |S1(A)| < w.

Prueba. (1) = (2) Como el nimero de modelos numerables no isomorfos de T es numerable,
por la proposicién 10.6, T' tiene un modelo primo. Asi pues, el modelo numerable M de
T es primo y por ello atémico. Pero todo tipo p € ST se realiza en M, y todo tipo sobre
() realizado en M es aislado. El espacio S! estd formado por puntos aislados y es por ello
finito.

(2) = (3). Pues si |A| = n, es facil ver que |S,,(4)| < ST,
(3) = (4) es claro.

(4) = (1) . La hipétesis implica que para cada A finito todo p € S1(A) es aislado. Ello
implica que todo modelo numerable es saturado y, por tanto, que salvo isomorfia hay un
sélo modelo numerable.
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Corolario 10.10 Si A es finito y T es una teoria completa numerable, entonces T es w-
categdrica si y solo si T(A) es w-categdrica.

Prueba. Sea T w-categdrica. Entonces todo modelo numerable de T es saturado. Como
A es finito, también todo modelo numerable de T'(A4) es saturado, lo cual implica la w-

categoricidad de T. La otra direccién se obtiene del teorema de Ryll-Nardzewski, pues
STA)(B) = ST(AU B).

Proposicién 10.11 Si T es una teoria numerable y completa, I(T,w) # 2, es decir, el
numero de modelos numerables no isomorfos de T no puede ser 2.

Prueba. Supongamos que I(T,w) = 2. Como I(T,w) < w, por la proposicién 10.6, T tiene
un modelo numerable saturado M; y un modelo primo M. Si fuera My = M, por el teore-
ma de Ryll-Nardzewski, T seria w-categérica, pues todo tipo sobre () serfa aislado. Asi pues,
My y M son, salvo isomorfia, los dos modelos numerables de T. Como M7 no es atémico,
hay una tupla a € M; con tp(a/0) no-aislado. También (M7,a) es saturado. Como T'(a)
tiene un modelo numerable saturado, tiene un modelo primo, es decir, existe un modelo
M; /5 de T que es primo sobre a. Este modelo contiene una tupla cuyo tipo sobre §) no es
aislado y por ello no es un modelo primo, esto es, M5 ¥ My. Veremos ahora que M, /o
tampoco puede ser isomorfo a M;. Supongamos lo contrario. Entonces (M /2, a) es no sélo
primo sino también saturado. Ello implica que todos los tipos sobre @) de T'(a) son aislados y,
por el teorema de Ryll-Nardzewski, que T'(a) es w-categérica. Por el corolario 8.9, también
T debe ser w-categérica, lo cual es una contradiccién.

Proposicion 10.12 Si T es una teoria numerable y w-categorica, para cada conjunto finito
A existe un modelo primo sobre A.

Prueba. También T(A) es w-categérica y por ello T'(A) tiene un modelo primo.
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Capitulo 11

Isomorfia parcial

Definicién (Isomorfia parcial) Sean M, N modelos de tipo L. Un isomorfismo parcial
de M en N es una aplicacién inyectiva f con domf C M y recf C N que cumple las
siguientes condiciones:

1. Si R € L es un predicado n-adico y a € domf es una n-tupla, entonces a € RM si y
sélo si f(a) € RN,

2. si F' € L es un simbolo de funcién n-adico, a € domf es una n-tupla y b € domf,
entonces FM(a) = b si y sélo si FV(f(a)) = f(b),

3. si ¢ € L es una constante y a € domf, entonces ¢ = a si y sélo si ¢V = f(a).

Decimos que M y N son parcialmente isomorfos via I 'y escribimos I : M =, N si I es
una coleccién no vacia de isomorfismos parciales de M en N con las siguientes propiedades

1.Sifelyae M,existe ge I tal quea € domgy f C g,

2.Sifelybe N,existege I talqueberecgy f Cg.

Finalmente, decimos que M y N son parcialmente isomorfosy escribimos M =, N si para
algin conjunto I, I : M =, N.

Observaciones 11.1 (1) Si M = N, entonces M =, N.

(2) Si M,N son numerables y M =, N, entonces M = N.

Prueba. (1). Si f : M — N es un isomorfismo y ponemos I = {f}, resulta que I : M =, N.
(2).Sea M ={a; :icw}yN={b : it €w}yseal: M=, N. Definimos inductiva-
mente una cadena de aplicaciones (f; : i € w) tales que f; € I, a; € domf; 1y b; € recfiy1.
Supuesto ya obtenido f; € I, observamos que hay g € I tal que a; € domgy f; Cgy a
continuacion que hay f;y1 € I tal que b; € recfiy1 v g C fi+1. La unién de esta cadena es
un isomorfismo entre M y N.
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Definicién (L) La l6gica Lo, es una extension de la légica de primer orden que se
obtiene permitiendo efectuar conjunciones (y por tanto disyunciones) de cualquier conjun-
to de férmulas, por grande que sea. Las férmulas de L., se construyen entonces a partir
de las atémicas mediante negaciones y cuantificacién, como en primer orden, y admitien-
do ademds que para cualquier conjunto ¥ de férmulas ya construido, A X (v V/ X£) es una
férmula. Obsérvese que las férmulas de L., en un tipo de semejanza dado no forman un
conjunto sino que constituyen una clase propia. La seméntica es la natural: la férmula A X
es verdadera en una estructura bajo una interpretacién de las variables cuando todas las
férmulas de ¥ lo son y la férmula \/ ¥ es verdadera cuando alguna férmula de ¥ lo es. Si
M y N son dos modelos, ponemos M =, N para indicar que son L..,-equivalentes, es
decir, que satisfacen las mismas sentencias de Lo, -

Teorema 11.2 (Karp) M =, N siy sélo si M =, N.

Prueba. =. Sea I : M =, N. Obsérvese primero quessi f € I, a € domf es una tupla y ¢t(z)
es un término, entonces existe g € I tal que f C g, t*(a) € domg y g(tM(a)) = tV(g(a)).
A continuacién se muestra por induccién en ¢ que si p = ¢(z) es una férmula de Loy y
f€1lyacdomf es una tupla, entonces

M = ¢(a) siy sélo si N = ¢(f(a)).

<. Digamos que una aplicacién f con domf C M y recf C N es una (oo, w)-aplicacién
parcial de M en N si para cada tupla @ € domf y cada férmula ¢ = p(z) de Lo, se tiene
que M | p(a) siysélosi N | ¢(f(a)), es decir, (M, a) =cow (N, f(a)). Sea I el conjunto
de todas las (co,w)-aplicaciones parciales finitas de M en N. Por hipdtesis la aplicacién
nula estd en I y por tanto I # ). Veamos que I : M =, N. Por simetria podemos limitarnos
a establecer que si f € I y a € M, existe g € I tal que f C g y a € domg. Conside-
remos tal f € I y tal a € I, y sea @ una enumeracion de domf. Supongamos que para
ningin b € N, fU{(a,b)} es una (co,w)-aplicacién. Entonces para cada b € N podemos
encontrar una férmula ¢, (7, ) de Loy tal que M = ¢p(a, a) pero N F ¢p(f (@), b). Consi-
deremos entonces la férmula de Loow, ¥ = Aycy @5(T, ). Resulta que M = Jx¢)(a, x) pero
N = =3zy(f(a), ), lo cual contradice el hecho de que f € I.

Corolario 11.3 Sil: M =, N y f € I, entonces f es una aplicacion elemental parcial de
M en N.

Prueba. Como la direccién = en la prueba de la proposicién 11.2.

Proposicién 11.4 Si M, N son w-saturados y M = N, entonces M =, N. Por tanto, una
teoria T es completa si y solo si todos sus modelos w-saturados son parcialmente isomorfos.

Prueba. La segunda afirmacién es consecuencia de la primera porque todo modelo puede
extenderse elementalmente a un modelo w-saturado. Respecto a la primera afirmacion, sea
I el conjunto de las aplicaciones elementales parciales finitas de M en N y veamos que
I: M =, N. La hipétesis M = N implica que la aplicacién nula es elemental y por ello que
I # (). Por simetria basta ver que si f € [ y a € M, existe g € I tal que f C g y a € domyg.
Sea p = tp(a/domf). Como N es w-saturado, existe b € N que realiza p’. La aplicacién

69



fU{(a,b)} es entonces elemental.

En ocasiones podemos mostrar que no sélo los modelos w-saturados son parcialmente
isomorfos, sino que todos los modelos de la teoria lo son. Ello da algo mas que completud,
da w-categoricidad.

Proposicion 11.5 Si T es una teoria consistente numerable y todos sus modelos son in-
finitos, entonces T es w-categorica si y solo si todos los modelos de T son parcialmente
isomorfos.

Prueba. =-. Por la proposiciéon 11.4 dado que todos los modelos de T’ son w-saturados.

<. Por la observacion 11.1.

Definicién (Eliminacién de cuantificadores, tipo atémico) T elimina los cuantifi-
cadores o admite eliminacion de cuantificadores si para cada n > 1 y cada ¢ € L, existe
¥ € L, sin cuantificadores tal que T' |= ¢ < 9. El tipo atdmico de una tupla a sobre un con-
junto A, atp(a/A) estd formado por las férmulas sin cuantificacién de tp(a/A). Obsérvese
que para verificar que atp(a/A) = atp(b/A) basta establecer que a y b satisfacen las mismas
férmulas atémicas de L(A).

Proposicion 11.6 Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es una teoria completa que admite eliminacion de cuantificadores,

(2) para cualesquiera modelos w-saturados M,N de T se tiene I : M =, N para el
conjunto I formado por todos los isomorfismos parciales de M en N cuyo dominio es
una subestructura de M finitamente generada,

(8) para cualesquiera modelos w-saturados M,N de T se tiene I : M =, N para el
conjunto I formado por todos los isomorfismos parciales de M en N de la forma
(a,b), donde a,b son tuplas con atp(a/0) = atp(b/0).

Prueba. (2) < (3). Sea I el conjunto definido en (2) y I3 el definido en (3). Como I3
estd formado por los subconjuntos finitos de los elementos de I, tenemos que I : M =, N
implica I3 : M =, N. Como todo elemento de I3 se puede extender a algtiin elemento de
I, y ademas todo elemento de Is estd generado por un elemento de I3, tenemos que si
Is: M =, N, entonces Iy : M =, N.

(1) = (8). Como la prueba de la proposicién 11.4, dado que la eliminacién de cuantificadores
garantiza que si a, b son tuplas de longitud > 1y atp(a/0) = atp(b/D), entonces tp(a/0) =
tp(b/0). Para justificar que I # () tomamos a € M arbitrario y por w-saturacién de N se
obtiene b € N con tp(a/0) = tp(b/0), en cuyo caso (a,b) € I.

(3) = (1). La completud se tiene por la proposicién 11.4. Respecto a la eliminacién de
cuantificadores, por () y por el corolario 11.3, tenemos que para cada tupla a, atp(a/0)
tp(a/0). Sean > 1y ¢ = p(z) € Ly, y veamos que existe 1) € L,, sin cuantificadores tal
que T |= ¢ < 1. Sea ¥(x) el conjunto de todas las férmulas sin cuantificadores ¢ (z) € L,
tales que T+ ¢ — 1. Por compacidad, basta ver que T'U ¥(x) F ¢(z). Si esto no fuera
asi tendriamos en un modelo M | T una tupla a tal que M = ¥(a) pero M = —p(a).
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Si p(z) = atp(z/0) resulta entonces que tanto T U p(z) U {p(z)} como T U p(z) U {-p(z)}
es consistente. Pero en ese caso hay dos tuplas en un modelo w-saturado de T que tienen
el mismo tipo atémico sobre () pero una satisface ¢ y la otra =, lo cual es una contradiccién.

Proposicion 11.7 Las siguientes condiciones son equivalentes para una teoria consistente
y numerable T todos cuyos modelos son infinitos:

(1) T es una teoria w-categorica que admite eliminacion de cuantificadores,

(2) para cualesquiera modelos M, N de T se tiene I : M =, N para el conjunto I formado
por todos los isomorfismos parciales de M en N cuyo dominio es una subestructura
de M finitamente generada,

(8) para cualesquiera modelos M, N de T se tiene I : M =, N para el conjunto I formado
por todos los isomorfismos parciales de M en N de la forma (a,b), donde a,b son
tuplas con atp(a/0) = atp(b/0).

Prueba. Por las proposiciones 11.5 y 11.6, dado que todos los modelos de una teoria nu-
merable w-categorica son w-saturados.

Definicién (Isomorfia finita) Sea (I; : ¢« < n) una familia de conjuntos no vacios de
isomorfismos parciales de M en N. Decimos que M y N son n-isomorfos via (I; : i <n)y
escribimos (I; : i < n): M =, N si se cumplen las dos siguientes condiciones:

1. Sii<n, felt1ya€ M, existe g € I; tal que a € domg y f C g,

2. Sii<mn, fely1 ybe N, existe g€ I; tal que a €recgy f C g.

Decimos que M y N son n-isomorfosy escribimos M 22, N si para alguna familia (I; : i < n)
se tiene (I; : i < mn): M =, N. Obsérvese que si M, N son modelos de tamaniony M =, N,
entonces M = N.

Definicién (Grado cuantificacional) Sea L un tipo de semejanza. Definimos el grado
cuantificacional qr(t) y qr(y) de un término ¢ y de una férmula ¢ de L como sigue:

1. para cada variable z, qr(xz) =0,
2. para cada constante ¢ € L, qr(c) =1,

3. para cada simbolo funcional m-adico F' € L y cada m-tupla t1,...,t, de términos de
L, qu(Fty,...,tm) =1+ >0 qr(t;),

4. para cada ecuacién t; = to, de L, qr(t; = t2) = qr(t1) + qr(te)—1,

5. para cada predicado m-adico P € L y cada m-tupla ty,...,t, de términos de L,
qr(Pty, ..., tm) = > v qr(ti),

6. qr(—p) = ar(y),
7. ar(p A ) = max{qr(p), qr(¥)},
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8. gr(Jzy) =1+ qr(yp).

Si para cada sentencia o con qr(c) < n se tiene M = o si y s6lo si N | o, ponemos
M =,, N. Obsérvese que M = N equivale a que para todo n € w, M =, N.

Lema 11.8 Sea (I; :i<n): M =, N.

(1) Seat un término con qr(t) =m < mn, sea f € I, y a € domf una tupla. Entonces hay
g € Li_m tal que t™(a) € domg, f C g y g(tM(a)) =tV (g(a)).

(2) Sea o = o(T) una férmula con qr(p) < n, sea f € I,, y a € domf una tupla. Entonces
M = p(a) siy sdlo si N = o(f(a)).

Prueba. Induccién en ¢ y en ¢. Sélo el caso de una ecuacion requiere una pequena reflexion.

Teorema 11.9 (Fraissé) (1) Si M =, N, entonces M =,, N.

(2) Si M es un modelo de tipo de semejanza finito L y n € w, existe una sentencia o'’y
con qr(oly) < n y tal que para cada N, N = o}, siy sélo si M =, N.

(3) Si M, N son modelos de tipo de semejanza finito y M =,, N, entonces M =, N.

Prueba. (1) se obtiene del lema 11.8 y (3) se sigue de (2). Para establecer (2) definimos
inductivamente para cada n,m € w y cada m-tupla a € M una formula ¢y, , € Ly,
con qr(cp}(ma) < n. Al tiempo que se define se observa que para cada n y m el conjunto
{L)OKLQ :a € M™} es finito. Para empezar, es finito el conjunto ®,,, formado por las férmulas
de L,, de la forma Pxy ...z, Fo1...2, =y, * = ¢, x = y y sus negaciones. Si @ es una
m-~tupla, definimos <p9w76 como la conjuncién del conjunto de las férmulas de ®,,, que son
satisfechas por @ en M. Procediendo de modo inductivo definimos a continuacién go?jé
como la férmula ’
V.’Em \/ (pg\LLEa A /\ Hmmwﬁ/fﬁa'
aeM aeM

Finalmente ponemos o}, = ¢}, ,. Sea N |= o};. Si definimos (I; : i < n) de modo que
I; esté formado por las aplicaciones de la forma (a,b), donde a es una tupla de M y
N E cpMa(b), resulta que (I; : 4 <n): M =, N.

Corolario 11.10 Si M, N son modelos de tipo de semejanza L, entonces M = N si y sélo
si para cada Ly C L finito y cadan € w, M | Ly =, N | Ly

Prueba. Es consecuencia inmediata del teorema previo.

Definicién (L,,.) La légica L, se obtiene a partir de la légica de primer orden permi-
tiendo efectuar conjunciones (y por tanto disyunciones) de cualquier conjunto numerable
de férmulas. Las férmulas de L,,,., se construyen a partir de las atémicas mediante nega-
ciones y cuantificaciéon, como en primer orden, y admitiendo ademaés que para cualquier
conjunto numerable ¥ de férmulas ya construido, A ¥ (y \/ ¥) es una férmula. La férmula

72



A X es verdadera en una estructura bajo una interpretaciéon de las variables cuando todas
las férmulas de X lo son y la férmula \/ ¥ es verdadera cuando alguna férmula de ¥ lo es.
Si M y N son dos modelos, ponemos M =, ., N para indicar que son L, -equivalentes,
es decir, que satisfacen las mismas sentencias de L.

Teorema 11.11 (Scott) Sea M un modelo numerable de tipo de semejanza numerable.
Ezxiste una sentencia oy de Ly, tal que para cada N, N |= on sty sdlo si M =, N. Si
N es numerable resulta entonces que N |= opr siy sélo si M = N. Por tanto, para modelos
numerables de tipo de semejanza numerable M =, N si y solo si M = N.

Prueba. Definimos inductivamente para cada ordinal i < w;, cada n € w y cada n-tupla
a € M una férmula ¢}, , de Ly, con a lo sumo las variables o, ..., 2,1 libres. Sin € wy
a es una n-tupla de M, definimos go(l)\/[ﬁ como la conjuncion de las férmulas de primer orden
1 € L, sin cuantificadores que @ satisface en M. La férmula goﬁla se define como
Vo, \/ @é\lﬁa A /\ Elxnap%a
a€eM aeM

y si 4 < w; es un limite, definimos ¢}, ; como
,

J
/\ YMa
j<i
Es claro que sii < j < wi, entonces M = (4,0?\/[5 — % =). Como M es numerable para cada

a € M existe entonces un ¢ < wy tal que para todo j < wy, M | (gofwﬁ — gojM =). Usando
de nuevo la numerabilidad de M vemos que existe un 7 < w; tal que para cada tupla @ € M
y cada j <wi, M = (phyrz — 903%,6)' Definimos entonces o3y como la sentencia

% % i+1
(PM@ A /\ V.TO N xnfl(SDM,E — QDM,E)'
new,acMn

Sea N |= o). Definimos I como el conjunto de las aplicaciones de la forma (a,b), donde a
es una tuplade M y N | w%,a(b). Como N |= ¢!, 4, la aplicacién nula estd en I y con ello
I # 0. Es facil ver que I : M =, N.
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Capitulo 12

Indiscernibles

Definicién (Funciones de Skolem) La teoria T de tipo de semejanza L tiene funciones
de Skolem o estda Skolemizada si para cada n € w y cada ¢ € L,41 existe un término
t(zo,...,xn—1) tal que

TEY2zy.. . Tno1Bxnp(zo, ... 2n) — @(T0, -« s Tn—1, (X0, ..., Tn—1)))-

Proposicién 12.1 Para cada teoria T de tipo de semejanza L existe LK O L con |L5K| =
|L| +w y existe una teoria TSK D T de tipo de semejanza LK tal que TS tiene funciones

de Skolem y todo modelo de T puede expandirse a un modelo de TSK.

Prueba. Obsérvese primero que existe un tipo de semejanza L’ D L y una teorfa 7" 2 T
tal que |L'| = |L| + w, todo modelo de T posee una expansién a T y T” tiene funciones
de Skolem para L, es decir para cada ¢(z,y) de L existe un término t(x) de L’ para el
que T" & Vz(Jyp(x,y) — ¢(z,t(z))). Esta extensién se obtiene introduciendo simbolos
funcionales F,(z,y) asociados a las férmulas ¢(x,y) de L y anadiendo los axiomas

Vfﬂ(aysﬁ(% y) - go(x, Fap(z,y)(x)))

Iterando este procedimiento w veces se obtienen LK y T9K,

Proposicién 12.2 Si T tiene funciones de Skolem, T es modelo completa. Ademds todo
submodelo de un modelo de T es también modelo de T.

Prueba. Es una aplicacion del test de Tarski.

Definicién (Indiscernibles) Sea (I, <) un orden total. Decimos que dos n-tuplas (i1, ..., i)
y (J1,-.-,Jn) de elementos de I estdn ordenadas de la misma manera si para cualesquiera
k.l e {l,...,n}, ip < i, siy s6lo si jr < j;. Sea (a; : i € I) una secuencia de elemen-

tos de un modelo M y sea A C M. Decimos que la secuencia es indiscernible sobre A
si para cada n y cualesquiera n-tuplas i,j € I ordenadas de la misma manera se tiene
que tp(a;/A) = tp(a;/A), donde a; = a;,,...,a;, sii= (i1,...,4,). Esto equivale a decir

que tp(a;/A) = tp(ajf/A) para cualesquiera n-tuplas crecientes 7, j de I, donde la tupla
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i = (i1,...,1,) es creciente si i; < --- < i,,. Decimos que la secuencia es indiscernible si
es indiscernible sobre el conjunto vacfo. Si la secuencia (a; : ¢ € I) es indiscernible, enton-
ces o bien no tiene repeticiones o bien es constante. En ese tltimo caso se dice que es trivial.

Sea A un conjunto y £ un cardinal. Mediante [A]" nos referimos a la coleccién formada
por los subconjuntos de A que tienen k elementos. Si f : [A]® — B, decimos que un
subconjunto X C A es homogéneo respecto a f si f es constante en [X]*, es decir, si existe
un b € B tal que para cada a € [X]", f(a) = b. La notacién

A= (p)y

significa que si A es un conjunto de cardinalidad A\ y B es un conjunto de cardinalidad v y
f:[A]" — B, entonces existe un X C A de cardinalidad p que es homogéneo para f. Dicho
en otros términos, si (4; : ¢ < v) es una particién de [A]", existe X C A de cardinalidad
w1y existe ¢ < v tal que [X]*® C A;. El teorema de Ramsey establece que para cualesquiera
n,m € w, w — (w)h. La manera mas frecuente de obtener modelos con indiscernibles es

aplicar el teorema de Ramsey.

Proposicién 12.3 Para cada teoria con modelos infinitos T y cada orden total (I, <) existe
un modelo de T en el que hay una secuencia no trivial (a; : i € I) de indiscernibles.

Prueba. Sea C' = {¢; : i € I} un conjunto de constantes nuevas. Si 7,j son dos n-tuplas
crecientes de elementos de I 'y ¢ € L,,, mediante ; 7 nos referimos a la férmula (p(c;) <
¢(c5)), donde ¢; = ¢y, .., ¢4, S i = (ig,...,in_1). Basta establecer que el conjunto

TU U{w;;:f,je ", o€ Ly U{—c;=cj:4,j€l,i#j}

new

tiene un modelo y ello puede hacerse por compacidad. Podemos suponer entonces que
(I, <) = (w, <). Basta establecer que para cada n,m € w y cualesquiera ©',... o™ € L,
el conjunto
S = TU{(phs A Agl) T € W' Ufme = ¢ ti,j € Li # 5}

tiene un modelo. Sea M un modelo infinito de T, A C M un subconjunto arbitrario de
cardinalidad w y enumeremos A = {a; : i € w}. Decimos que a,b € [A]™ (con el orden in-
ducido) son equivalentes si M = (o*(a) < ©F(b)) para cada k € {1,...,m}. Esta relacién
induce una particién de [A]™ en < 2™ clases. Por el teorema de Ramsey hay un subconjunto
infinito J de w tal que para cualesquiera i,j € [J]|", las tuplas a; y az son equivalentes.

Sin perder generalidad, J = w. Si interpretamos en M la constante ¢; como el elemento a;
obtenemos un modelo de X.

Definicién Sea (I, <) un orden total y (a; : ¢ € I) una secuencia de indiscernibles en un
modelo M. Su conjunto de Ehrenfeucht-Mostowski es el conjunto de férmulas ¢ € Ly, tales
que para cada tupla creciente ¢ € [I]", M = ¢p(a;).
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Proposicién 12.4 Sea T una teoria con funciones de Skolem, sean (I, <) y (I',<’) drdenes
totales y sean (a; : i € I) y (b; : ¢ € I') secuencias de indiscernibles en modelos de T'. Sean M
y M’ los submodelos (elementales) generados respectivamente por (a; :i € I) y (b; 11 € I') y
supongase que las secuencias tienen idéntico conjunto de Ehrenfeucht-Mostowski. Entonces
para cada inmersion f : (I,<) — (I',<’), la aplicacion a; — by tiene una y solo una
extension a una aplicacion (elemental) f de M en M'. Si f es ezhaustiva también lo es f.
Por tanto, si (I, <) = (I',<'), entonces M = M’'.

Prueba. Sea ® el conjunto de Ehrenfeucht-Mostowski de estas secuencias y pongamos
c¢; = by(;). Entonces para cada ¢ € L, y cada n-tupla creciente i € [I]",

MEop(ag) & ¢e® & M o)
Esto implica que podemos extender a M la aplicacién a; — ¢; con la clausula
FM(a7)) = " (c7).

Esta es la inica manera de extender la aplicacién a una inmersién de M en M’.

Corolario 12.5 Sea T una teoria con funciones de Skolem, (I, <) un orden total y M un
modelo generado por una secuencia no trivial de indiscernibles (a; : i € I). Existe entonces
una inmersion Aut(I, <) — Aut(M).

Prueba. Por la proposicién 12.4 todo automorfismo de (I, <) se extiende de un tinico modo
a un automorfismo de M.

Proposicion 12.6 Sea T una teoria con modelos infinitos y de tipo de semejanza L y sea
(I, <) un orden total. Existe un modelo M de T de cardinalidad < |I| 4+ |L| + w para el que
existe una inmersion Aut(l, <) — Aut(M).

Prueba. Sea T°X una extensién de T' con funciones de Skolem como en la proposicién 12.1 y
sea M un modelo de T9¥ generado por una secuencia no trivial de indiscernibles (a; : i € I)
de acuerdo con la proposicion 12.3. Entonces si N es la restriccion de M a L, tenemos que
Aut(M) es un subgrupo de Aut(N) y por el corolario 12.5, existe una inmersién de Aut(7, <)
en Aut(M).

Definicién (Modelos de Ehrenfeucht-Mostowski) Supongamos que T tiene funcio-
nes de Skolem, que (I,<) es un orden total y que M es un modelo generado por una
secuencia de indiscernibles (a; : i € I). Sea ® el conjunto de Ehrenfeucht-Mostowski de
M. Salvo isomorfia M es el inico modelo generado por una secuencia de indiscernibles
con orden (I, <) que tiene conjunto de Ehrenfeucht-Mostowski ®. Lo llamamos modelo de
Ehrenfeucht-Mostowki de (I, <) y ®.

Proposicién 12.7 Sea T una teoria con funciones de Skolem y sea M = T un modelo
de Ehrenfeucht-Mostowski de orden infinito (I,<). Para cada orden infinito (I',<') existe
entonces un modelo de Ehrenfeucht-Mostowski de T con orden (I';<’) y con el mismo
conjunto de Ehrenfeucht-Mostowski ® que M.
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Prueba. Por compacidad, dado que el conjunto de sentencias preciso para obtener un mo-
delo de Ehrenfeucht-Mostowski de (I', <’) y ® es finitamente satisfacible en un modelo de
Ehrenfeucht-Mostowski de (I, <) y ®.

Proposicién 12.8 Sea T una teoria con funciones de Skolem y sean M, M’ =T modelos
de Ehrenfeucht-Mostowski de drdenes infinitos (I, <) y (I', <") respectivamente. Si M y M’
tienen el mismo conjunto ® de Ehrenfeucht-Mostowski, entonces para cada n € w, M y M’
realizan los mismos n-tipos sobre ().

Prueba. Sean (a; : ¢ € I) y (b; : i € I') secuencias de indiscernibles que generan respec-
tivamente los modelos M y M’'. Toda n-tupla de ¢ € M tiene una representacién en la

forma ¢ = (tM(az),...,t(az)), donde t1,...,t, son términos del lenguaje L de T y i es
una m-tupla creciente de elementos de I para un cierto m € w. Escojamos una m-tupla
creciente j en I’. Entonces si d = (t{\'(l?), st (b)), resulta que para cada ¢ € Ly,

MEop®) & oti,....th) € & N = ¢(d)

y por tanto tp(¢/0) = tp(d/0).

Proposicién 12.9 Sea T una teoria de tipo de semejanza L que tiene modelos infinitos.
Para cada cardinal k > |L| + w, T tiene un modelo M de cardinal k tal que para cada
AC M, M realiza < |A| 4+ |L| + w tipos sobre A.

Prueba. Podemos suponer que 7' tiene funciones de Skolem. Sea (a; : ¢ < k) una secuen-
cia no trivial de indiscernibles (con tipo de orden k) y sea M un modelo de Ehrenfeucht-
Mostowski generado por esta secuencia. Basta establecer el resultado para A C {a; : i < k}.
Consideremos un tal A, y sea I C & tal que A = {a; : i € I}. Como & estd bien ordena-
do, hay < 2|I| 4+ 1 tipos atémicos de elementos de x sobre I. Una induccién muestra que
hay < [T, 2|I| 4+ (2i — 1) tipos atémicos de n-tuplas de  sobre I. Ello implica que hay
< |I|+ |L| + w tipos de elementos de M sobre A: para cada tipo realizado p escogemos una
realizaciéon tM (a;,,...,a;,) y le asignamos el par formado por el término t(zy,...,z,) de
L y el tipo atémico de la n-tupla (a;,,...,a;,) sobre I.
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Capitulo 13

Teoremas de dos cardinales

En este capitulo T' es una teoria completa con modelos infinitos. Su lenguaje es L. Fi-
jamos un modelo saturado € cuyo cardinal es mayor que el de cualquier otro modelo en
consideracion. Esto puede hacerse construyendo € como un modelo cuyo universo sea una
clase propia. Si no se dice lo contrario explicitamente se entiende que un modelo es siem-
pre un submodelo elemental de €. Llamamos a € modelo monstruo de T'. Los conjuntos de
pardmetros que consideremos seran siempre subconjuntos de €. La notacién = ¢(a) abrevia

¢ ¢la).

Definicién (Par de Vaught) Sea ¢ = p(z,a) y a € € una tupla. Un par de Vaught para
¢ estd formado por dos modelos M, N talesque a € M, M < N, M # N, o(M) = p(N) y
lp(M)] > w.

Lema 13.1 Si ¢ = p(z,a) y existe un N tal que a € N yw < |o(N)| < |N| y |[N| > |T],
entonces hay un par de Vaught para .

Prueba. Sea = |T|+|¢(N)|. Existe un modelo M < N de cardinalidad & con ¢(N) C M.
Ese modelo verifica entonces (M) = ¢(N) y |M| < |N|, de manera que (M, N) es un par
de Vaught para .

Teorema 13.2 (Teorema de 2 Cardinales de Vaught) SiT es numerable y existe un
par de Vaught para ¢ = p(x,a), entonces existe un modelo N de T de cardinal wy en el que

[p(N)| = w.

Prueba. Comenzamos con un par de Vaught (My, Np). Podemos suponer que estos mode-
los son numerables. Vemos en un primer paso que podemos encontrar otro par de Vaught
(M1, N1) donde ahora M7, N1 ademés de ser numerables, realizan los mismos n-tipos sobre
(. Como My < Ny, es claro que todo n-tipo realizado en M, también es realizado en Np.
Ampliamos el lenguaje introduciendo constantes para los pardmetros a de ¢, un predica-
do U para referirnos a My y para cada n € w, nuevos simbolos funcionales n-adicos F
con 1 < ¢ < n. Consideremos la teoria del modelo (Ny, My, a) en este lenguaje ampliado
junto con los enunciados que expresan que para cada n-tupla x, la correspondiente n-tupla
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(Fl(z),...,F"(x)) estd formada por elementos de U y satisface en el submodelo U las
mismas férmulas de L sin parametros que x en el modelo grande. Por compacidad se ve
facilmente que este conjunto de sentencias tiene un modelo. Pero un modelo numerable de
este conjunto de sentencias nos da el par de Vaught que buscamos.

En un segundo paso veremos ahora que se puede obtener un par de Vaught (Ms, No)
que estd formado por modelos que ademds de tener las propiedades ya indicadas son ho-
mogéneos. Para ello volvemos a ampliar el lenguaje como antes y ponemos

" . )
N1 = (Nh M17 a, G;)1§i§n<wa

donde UMt = My y (F)N1 = G?. Una pequeiia modificacién de la prueba de existencia de
extensiones numerables homogéneas de modelos numerables (ver 8.19) sirve para mostrar
que existe una extensién numerable N* de Ny con Ny = N3 | L homogéneo y My =
(N5 1 L)|UN5 homogéneo. Ahora (Ms, N2) es un par de Vaught formado por modelos
numerables homogéneos que para cada n € w satisfacen los mismos n-tipos sobre (). Por la
proposicién 8.22 My y No son isomorfos.

En definitiva, tenemos un par de Vaught (M, N) formado por modelos numerables
homogéneos isomorfos. Este es el punto de partida para construir una cadena elemen-
tal (M; : @ < wy) de modelos numerables isomorfos al modelo inicial M = My y con
o(M;) = ¢(M). El isomorfismo entre M; y M indica cémo obtener M;;, a imagen de N.
En el caso i < w; limite se define M; como la unién (J,_; M;. Como (M; : j < i) es una
cadena elemental de modelos numerables homogéneos, también M, es homogéneo. Para ver
que M; = M basta entonces con mostrar que M; y M realizan los mismos tipos sobre (.
Pero eso es claro, pues todo tipo realizado en M; es realizado en algin M; con j < 4, y
M; = M. Construida ya la cadena elemental, sélo falta constatar que si My, = ;. M;
resulta que M < M, , (M) = p(M,,) vy M,, es de cardinalidad w;.

Corolario 13.3 SiT es numerable, p = p(x,a) y existe un modelo M cona € M y|M| >
lp(M)| > w, entonces existe también un modelo N con a € N, |[N| =w; y |o(N)| = w.

Prueba. Por el lema 13.1 y el teorema 13.2.

Proposicion 13.4 Las teorias numerables wy-categoricas no tienen pares de Vaught.

Prueba. Supongamos que T tiene un par de Vaught para la férmula ¢ = ¢(x, a). Entonces,
por el corolario 13.3, T' tiene un modelo M con a € M, |[M| = w; y |p(M)| = w. Pero por
otro lado es facil obtener un modelo N de T de cardinal w; donde para cada tupla b € N
si p(IV,b) es infinito entonces tiene cardinalidad w;. Obviamente M y N no son isomorfos.

Definicién (Propiedad de Keisler) Supongamos que L tiene un predicado diddico <
que en todo modelo de T se interpreta como un orden total del universo sin mayor elemento.
Decimos que M |= T tiene la propiedad de Keisler respecto a o(x) € L(M) y < si para cada
formula ¢ (x,y) € L(M),

M EvVudz(u <z A3y(ey) Az, y) — y(e(y) AVudz(u <z AY(z,y))).

Lema 13.5 Sea ¢ = ¢(x,a) con a € M y |p(M)| > w. Si M y T son numerables y M
tiene la propiedad de Keisler respecto a o(x) y <, entonces hay N =T numerable tal que
(M, N) es un par de Vaught para ¢.
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Prueba. Sea ¢ una constante nueva. Usando el teorema de omisién de tipos basta ver que
el tipo
p(a) ={p@)}U{-z=m:me M}

es no aislado en la teoria T* obtenida al agregar al diagrama elemental de M los enunciados
¢ > m para cadam € M. Observemos que, por el teorema de compacidad, para cada férmula
0(x) € L(M),

T =0(c) & M E3Iyve > yo(x). (13.1)
Ahora sea ¢(z,y) € L(M) tal que (¢(z,c) A p(x)) es consistente con T* y veamos que hay
m € M para el que ¥(m,c) es consistente con T*. Con ello quedard establecido que p(z)

es no aislado en 7™ y por tanto el lema. Tenemos que T* = =3z (¢(x, ¢) A p(x)), de modo
que, por 13.1,

M = Vy3z > yJu(p(u) AP (u, ).
Como M tiene la propiedad de Keisler,

M E Ju(p(u) AVyIz > yip(u, ),

con lo cual existe m € M tal que

M | ((m) AVy3z > yy(m, z)).

Usando de nuevo por 13.1 se concluye que (p(m) A (m,c)) es consistente con T*.

Proposicién 13.6 Sea p(x) € L(M) y |p(M)| > w. Si M y T son numerables y M tiene
la propiedad de Keisler respecto a p(x) y <, entonces hay N =T tal que (M, N) es un par
de Vaught para ¢ y |N| = wy.

Prueba. El modelo N se obtiene como la unién de una cadena elemental (M; : i < wy)
de modelos numerables. Comenzamos con My = M, en los limites tomamos uniones y para
definir M; 1 aplicamos a M; el lema 13.5.

Teorema 13.7 (Teorema de 2 Cardinales de Keisler) Sea T numerable y sea ¢ =
o(x) € L(M) y |M| > |¢(M)| > w. Entonces hay N,N' tales que N < M, N < N’,
IN|=w, [IN'| =w1 y (N,N’) es un par de Vaught respecto a .

Prueba. Sea k = |¢(M)|. Podemos suponer que |[M| = k™. Introducimos un nuevo signo
< y lo interpretamos como un orden < de tipo T del universo de M. Al ser k™ un
cardinal regular, resulta que (M, <M) tiene la propiedad de Keisler respecto a ¢ y <.
Sea (N, <) < (M, <M) una subestructura elemental numerable con ¢ € L(N). También
(N, <) tiene la propiedad de Keisler. El resto se sigue de la proposicién 13.6.

Proposicién 13.8 Sea T numerable. Si'T posee un modelo no saturado de cardinal k > w,
entonces T tiene también un modelo no saturado de cardinal wy.

Prueba. Sea M = T no saturado con |M| =k > w. Hay entonces A C M de cardinalidad
< ky p(x) € S(A) que no se realiza en M. Como T es numerable, |p(x)| < k. Sea U C
M de la misma cardinalidad que p(x). Podemos poner entonces p(z) = {p, : a € U}.
Consideramos ademas dos relaciones entre elementos de M:
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1. R(a,b) siy sélosiae€Uybaparece en @,

2. S(a,b) siysolosiaecUy b satisface @,.

En la expansién (M, U, R, S) se satisface Vy(S(a,y) < ¢a(y)) para cada a € U y se satisface
también el enunciado —=3tVx (U (z) — S(u,x)). Por el teorema 13.7, existe (My, Uy, Ro, So) <
(M, U,R, S) y (Ml, Ui, Ry, Sl) - (Mo, Uy, Ry, SO) tales que ‘M0| = w, |M1| =wi1yUy=Us.
Si a € Uy, las constantes de ¢, estdn todas en My, pues forman un conjunto finito. Asi pues
va € L(My) para cada a € Uy. Entonces el conjunto de férmulas {¢, : a € Uy} es finitamen-
te satisfacible en M7 pero no puede ser realizado en M. Eso implica que M7 no es saturado.
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Capitulo 14

Rango de Morley

En este capitulo y en los sucesivos T es una teoria completa con modelos infinitos, L es
su lenguaje y € es su modelo monstruo.

Definicién (Rango y grado de Morley) El rango de Morley de un tipo global p es su
rango de Cantor-Bendixson en el espacio S(€), esto es, RM(p) = CBRg(¢)(p). El ran-
go de Morley de un tipo p es el rango de Cantor-Bendixson del cerrado {p : p C p} en
el espacio S(€). Se denota con RM(p). El grado de Morley de p, DM(p), es el grado de
Cantor-Bendixson de {p : p C p}. De acuerdo con esto, RM(p) es el maximo de los valores
RM(p) para p 2 p y si RM(p) < oo, entonces DM(p) es el nimero (finito) de tipos p 2O p
con RM(p) = RM(p). Finalmente el rango y grado de Morley de una férmula ¢ es el rango
y grado de Morley del tipo {¢}. Asi RM(¢) = CBRg(¢)([¢]) ¥ DM(¢) = CBDge)([¢])
recordando que [p] = {p: ¢ € p}.

Si bien el rango de Morley estd definido para tipos parciales cualesquiera, es especial-
mente importante el rango de Morley de los tipos completos p € S(A) pues otras nociones
de rango mas generales s6lo estdn definidas en esa situacién. Los resultados expuestos en
la siguiente proposicién podrian haberse enunciado para tipos parciales. Lo hacemos sélo
para tipos completos porque anticipan los rasgos caracteristicos de las mencionadas gene-
ralizaciones.

Proposicién 14.1 Sea p € S(A).

(1) Si f € Aut(€), entonces RM(p) = RM(p/).
(2) Si AC B ypCqe S(B), entonces RM(p) > RM(q).
(3) Si A C B, entonces hay q € S(B) tal que p C g y RM(p) = RM(q).

(4) Si RM(p) < oo y A C B, entonces el conjunto {q € S(B) :p C q y RM(p) = RM(q)}
es finito.

A diferencia de otras nociones de rango, el rango de Morley estd también definido para
férmulas. La siguiente proposicién caracteriza el rango de Morley de una férmula de modo
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independiente.

Proposicién 14.2 Sea ¢ = p(x) € L(€) una formula.

(1) RM(p) > 0 si y sdlo si ¢ es consistente.

(2) RM(p) > a+ 1 siy sdlo si existe una familia de férmulas (p;(x) : i < w) tales que
RM(p;) > o, =i = ¢ y = ~(pi Apj) parai # j.

(3) Si a es limite, RM(p) > a si y sdlo si RM(p) > i para cada i < a.

(4) SiRM(yp) = a, entonces el grado de Morley de ¢ es el mayor nimeron < w para el que
existen formulas p1(x), ..., on(x) tales que = @; — ¢, RM(p;) = a y = (@i A ¢j)
para i # j.

Prueba. Se sigue inmediatamente de las correspondientes propiedades del rango y grado
de Cantor-Bendixson para abierto-cerrados en espacios booleanos.

Observaciones 14.3 Sea ¢ = ¢(z) € L(€).

(1) Si p(x) € L(A), entonces existe p € S(A) tal que ¢ € p y RM(¢) = RM(p).
(2) Si RM(p) > a+ 1, entonces existe una férmula ¢ = (z) tal que RM(p AY) > a y
RM(p A =) > a.

(3) Sip = (voV 1), entonces RM(p) = max{RM(¢o), RM(p1)}. Y si ademds RM(p) =
RM(gpo) = RM(p1) < 00 y = (o A p1), entonces DM(¢) = DM(pg) + DM(¢1).

(4) Si existe una biyeccion definible entre (€) y (€), entonces RM(p) = RM(%)).

Proposicién 14.4 Sea p = p(x) un tipo cerrado bajo conjuncidn. Hay entonces una formu-
la ¢, € p tal que RM(p) = RM(yp,) y DM(p) = DM(p,). Por tanto, RM(p) = min{RM(¢ :
¢ € p} y DM(p) = min{DM(¢) : ¢ € p y RM(p) = RM(p)}.

Prueba. Sea F = {p : p C p}. Por motivos meramente topoldgicos sabemos que hay una
férmula ¢ (z) € L(€) con F C [¢], RM(¢) = RM(p) y DM(¢)) = DM(p). Por compacidad
hay una férmula ¢,(z) € p que verifica |= ¢, — 1. Entonces F C [p,] C [¢], de modo que
¢p cumple las condiciones exigidas.

Proposicién 14.5 Sea M un modelo w-saturado y p un tipo sobre M. Entonces RM(p) =
CBRs(m)({g € S(M) :p C q}) y DM(p) = CBDsany({g € S(M) : p C q}).

Prueba. Por la proposicién 14.4 basta establecerlo para p = {¢} y ello se sigue de la pro-
posicién 14.2.

Proposicién 14.6 Sea ¢ = p(x). Entonces RM(p) < 0o si y sdlo si no hay ningin drbol
binario (s : s €Y 2) de formulas consistentes ps = @s(x) tales que
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1. ):‘ps — Y
2. F (0s~0 A ps-1)

3. ): Ps ((ps’“O \ @8“1)'

Prueba. Por argumentos topoldgicos sabemos que si U es un abierto-cerrado en un espacio
booleano X, entonces la condicién CBR(U) < oo equivale a la inexistencia de un arbol bi-
nario (Us : s €<% 2) de abierto-cerrados no vacios Us tales que Us C U y Ug = Uy~ gUU ;.
Pero para demostrar que existe este drbol cuando CBR(U) = oo necesitamos usar el hecho
de que el espacio X es un conjunto y no una clase propia, de modo que este resultado no
puede aplicarse en principio a S(€). Pero si puede aplicarse a S(M) siendo M un modelo
w-saturado y por la proposicién 14.5 ello es suficiente.

Proposicién 14.7 Si RM(p) > |T|", entonces RM(p) = oo.

Prueba. De nuevo basta con considerar el caso p = {¢}. Sea ¢ = ¢(x,a) con p(z,y) € Ly
RM(p) > |T|T. Vamos a ver que hay entonces un drbol binario (¢s : s €<% 2) de férmulas

Ps = 908(337348) tales que

L g = o(z,y),
2. ): Ps (st’“O \ (ps“l)a
3. ): _‘(<ps”0 A (ps”l)v

4. existe un 4rbol binario (as : s €<% 2) de pardmetros as tales que ag = a y vs(z,as)
es consistente para cada s €<% 2.

Por la proposicién 14.6 esto mostrard que RM(¢) = oo. Obtenemos el drbol inductivamente
garantizando en la construccién que para cada s €<% 2 y cada a < |T'|" hay un a, tal que
RM(ps(x,aq)) > a. Esta condicién la cumple ¢y = ¢(z,y) con a = a,. Veamos cémo se
obtienen ¢,~¢ y ps~1 a partir de ¢s. Sea a < |T|T. Por hipétesis inductiva tenemos un
an+1 con RM(ps(x,an4+1)) > a+ 1. Hay por tanto ¢, = ¥ (2,y+) € L'y by con

RM(¢s (2, aaq1) Aoz, boz)) >y RM(‘PS(xvaa+1) N =g (1, boz)) > .

Por motivos de cardinalidad debe haber o < |T|* que para un conjunto cofinal A C |T'|*
verifica:

Vie A wi(mayi) = ¢a($7ya)-
Ponemos entonces s~ = (0s A o) ¥ ps~1 = (s A Ttby).

Definicién (Teoria totalmente trascendente) T es totalmente trascendente si para
cada tipo p, RM(p) < oo. De hecho basta con pedir que para cada férmula ¢, RM(p) < oo
e incluso que RM(z = x) < oo para cada tupla de variables x. Por la proposicién previa es
suficiente ver que RM(z = z) < |T|*.

Proposicion 14.8 T es totalmente trascendente si y sélo si no hay ningin drbol binario
(ps : s €<% 2) de férmulas consistentes @5 = ps(x) tales que
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(1) = —(ps~0 N @s~1)
(2) E @s < (¢sm0 V ©s~1)-

Prueba. Por la proposicién 14.6.

Definicién (M-estabilidad) La teoria T es A-estable o estable en X si para cada A con
|A] < Ay cada n < w, se tiene |S,(A4)] < A.

Lema 14.9 Una teoria es A-estable si para cada A con |A] < A, se tiene |S1(A)] < A.

Prueba. Vemos por induccién en n < w que si |A| < A, entonces |S,, (A)] < A. Por hipétesis
inductiva existen una familia (a; : i < ) de n-tuplas a; tales que S,(A4) = {tp(a;/A) :
i < A}. Sea i < A. Como en A U {a;} hay < X elementos, por A-estabilidad existe una
familia (b; :j < A) de elementos b; tales que S1(Aa;) = {tp(bé»/Aai) 1 j < A}. En ese caso
Sn+1(4) = {tp(aibé-/A) 1,7 < A}, de modo que también |S,4+1(4)] < A

Proposicion 14.10 Si T es w-estable, entonces T es totalmente trascendente. Y si T es
totalmente trascendente, entonces T es A-estable para cada A > |T)|.

Prueba. El primer punto se sigue de la proposicién 14.8, pues en el arbol hay < w paré-
metros y 2¢ ramas distintas que dan lugar a tipos incompatibles. Respecto a la segunda
cuestién, sea A > |T|, sea |A| < Ay sea p € S,(A). De acuerdo con la proposicién 14.4
podemos asociar a p una férmula ¢, € p con RM(p) = RM(p,) y DM(p) = DM(p,). Esta
asignacién es inyectiva si T es totalmente trascendente, pues si RM(p) < co y ¢ € L(A),

Yvep < RM(pp AY) =RM(pp) y DM(pp Ath) = DM(pp).
Corolario 14.11 Si T es numerable, las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) T es totalmente trascendente,
(2) T es w-estable,
(3) T es A-estable para cada .

Prueba. Por la proposicién 14.10.

Proposicién 14.12 T es totalmente trascendente si y sdélo si RM(x = x) < oo siendo x
una sola variable.

Prueba. T es totalmente trascendente si y sélo si T' | Lg es totalmente trascendente para
cada Lo C L numerable. Por el corolario 14.11 esa tltima condicién en Ty = T | Ly equi-
vale a que Tp sea w-estable y por el lema 14.9 a que en Ty, |S1(A)| < w para A numerable.
Obsérvese ademas que la prueba de la proposicién 14.10 muestra de hecho que, fijado n < w,
en Tp (numerable) se tiene |S,(A)| < w para cada A numerable si y sélo si RM(p) < oo
para cada férmula ¢ con a lo sumo n variables libres.
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Capitulo 15

Modelos primos

En este capitulo usaremos a menudo secuencias (a; : ¢ < «) con indices ordinales. En
este contexto usaremos la notacién a<; = {a; : j < i}. En el capitulo 5 se introdujeron
las nociones de modelo primo y de conjunto atémico y se establecieron algunos resultados
bésicos. Ahora continuamos ese estudio.

Usaremos la notacién a =¢ b para indicar que tp(a/C) = tp(b/C). Obsérvese que
a =cq b es equivalente a ad =¢ bd. Ademads si sabemos que a =¢ b existe un automorfismo
de € que es la identidad en C' y transforma a en b. De ello se sigue que para cualquier d
podemos encontrar un e tal que ad =¢ be.

Definicién (Construccién y conjunto construible) Decimos que la secuencia (b; :
1 < «) es una construccion sobre A si para cada i < «, b; es atémico sobre Ab.;. Un
conjunto B es construible sobre A si existe una construccién (b; : i < «) sobre A tal que
B = {b; : i < a}. Un modelo M construible sobre A C M se llama también modelo estric-
tamente primo sobre A o modelo primario sobre A.

Lema 15.1 Sean a,b secuencias finitas. Entonces tp(ab/C) es aislado si y sdlo sitp(a/C)
y tp(b/Ca) son aislados.

Prueba. Supongamos que ¢(z,y) € L(C) aisla tp(ab/C). Entonces Jyp(z,y) aisla tp(a/C)
y ¢(a,y) aisla tp(b/Ca). Por otro lado, si ¢(x) € L(C) aisla tp(a/C) y ¢ (z,y) € L(C) y
Y(a,y) aisla tp(b/Ca), entonces ¢(x) A p(x,y) aisla tp(ab/C).

Lema 15.2 Si A es atdmico sobre BC y B es atdmico sobre C, entonces AB es atémico
sobre C

Prueba. Sea a € Ay b € B tuplas. Como a es atémico sobre CB, hay ¥’ € B tal que a
es atémico sobre Cbb'. Pero bb’ es atémico sobre C, de modo que, por el lema 15.1, abb’ es
atémico sobre C'. En particular lo es entonces ab.
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Proposicion 15.3 Si B es construible sobre A, entonces B es atémico sobre A.

Prueba. Sea (b; : i < «) una construccién de B sobre A. Vemos por induccién en ¢ que para
cada i < a, b.; es atémico sobre A. Ello es claro para ¢ = 0 y para i limite. Supongamos
que be; es atémico sobre A y veamos que también lo es be;11 = be; U {b;}. Pero ello se
sigue del lema 15.2, pues b; es atémico sobre Ab.;.

Proposicién 15.4 Si M es un modelo construible sobre A C M, entonces M es primo
sobre A.

Prueba. Sea (m; : i < a) una construccién de M sobre Ay A C N. Usando el hecho de que
cada m; es atémico sobre Am;, podemos definir una cadena (f; : ¢ < «) de aplicaciones
elementales f; : Am.; — N siendo fy la identidad en A. Entonces f, es una inmersion
elemental de M en N.

Proposicion 15.5 Si A y L son numerables y A C M, entonces son equivalentes:

(1) M es construible sobre A,
(2) M es primo sobre A,

(3) M es numerable y es atdmico sobre A.

Prueba. La equivalencia entre (2) y (3) se establecié ya en la proposicién 10.3. La impli-
cacién (1) = (2) es por la proposicién 15.4. Mostraremos (3) = (1). Sea (m; : i € w) una
enumeracion arbitraria de M y veamos que se trata de una construccién de M sobre A.
Como M es atémico sobre A, para cada i € w, la tupla myg, ..., m; es atémica sobre A. Pero
entonces m; es atomico sobre Am;.

Lema 15.6 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) tp(a/C) - tp(a/Cb)
(2) tp(b/C) - tp(b/Ca)
(3) tp(a/C) Utp(b/C) F tp(ab/C)

Prueba. Basta establecer la equivalencia entre (1)y (3).

(1) = (3). Supongamos que (1) se da, que a =¢ a’ y que b =¢ b'. Debemos establecer
que ab =¢ d’'b’. Tenemos que a =¢p d’, esto es, ab =¢ a’b. Ademds podemos obtener a”
tal que a”’b =¢ a’b’. Como a” =¢ @’ =¢ a podemos usar de nuevo (1) para establecer que
a"’b=c a’'b =c ab. En definitiva, a’'b’ =¢ a”’b =¢ ab.

(8) = (1). Si a =¢ d tenemos por (3) que ab =¢ a’b y por tanto que a =¢y a’.

Definicién (Conjunto cerrado en una construccién) Sea (b; : i < «) una construccién
de B sobre A y sea E C B. Decimos que E es cerrado (respecto a la construccion) si para
cada b; € E existe p(z) € L(AU (ENbs;)) que aisla tp(b;/Ab<;).
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Lema 15.7 Sea (b; : i < ) una construccion de B sobre A.

(1) Una unidon arbitraria de cerrados es cerrada.
(2) Para cada B' C B finito hay E C B cerrado y finito tal que B’ C E.

(8) Si E es cerrado entonces (b; 1 i < ) es una construccion de B sobre AE.

Prueba. (1) es obvio. Para establecer (2) podemos usar (1), de modo que es suficiente
con demostrar que para cada ¢ < « existe un conjunto cerrado y finito F; C B tal que
b; € E;. Ello puede hacerse por induccién en i. Supongamos que para todo j < i existe tal
E;. Hay p(x) € L(Ab.;) que aisla tp(b;/Ab.;). Sean bj,,...,b;, los pardmetros de ¢ en
b<;. Podemos poner entonces E; = {b;} UE;, U...UEj .

(3). Podemos suponer que A = (). Para ¢ < a sea E; = ENb.;. Si b; € E es claro que
b; es atémico sobre Eb.;. Supongamos pues que b; ¢ E. Veremos por induccién que para
cada j < a, tp(b;/bi) F tp(b;/Ejb;). De ello se seguird que tp(b; /b<;) - tp(b;/Ebs;) y
por tanto que tp(b;/Eb<;) es aislado. Los casos j = 0 y j limite son claros. Consideremos el
caso j+1. Sin perder generalidad podemos suponer que b; € £ pues en otro caso F; 1 = E;
y la hipétesis inductiva proporciona el resultado. En particular tenemos que i # j. En el
caso j < 4 tenemos que Ej11 C be; de modo que no hay nada que probar. Supongamos
asi que j > i. Como F es cerrado y b; € E,

tp(b;/E;) b tp(b;/b<;)
y como b;b; C b vemos que tp(b;/E;be;) F tp(bj/E;b<;b;). Por el lema 15.6

Como Ejy1 = E;b; y por hipétesis inductiva tp(b;/b<;) F tp(b;/E;bs;), se concluye que

Observacién 15.8 Sea (b; : i < @) una construccion de B sobre A. Si (¢; 11 < ) es una
enumeracion de B en la que para cada § limite {c; : i < 0} es cerrado (respecto a la primera
construccidn), entonces también (c; : i < ) es una construccién de B sobre A. Por tanto,
st un conjunto de cardinal k es construible sobre A entonces posee una construccion sobre
A de longitud k.

Teorema 15.9 Si M y N son construibles sobre A, entonces M =4 N.

Prueba. Sea (m; : i < a) una construccién de M sobre A y (n; : i < ) una construccién
de N sobre A. Usando el lema de Zorn vemos que existe una aplicacién elemental y exhaus-
tiva maximal f : F — F donde E es un subconjunto cerrado de M, F' es un subconjunto
cerrado de N y f extiende a la identidad en A. Supongamos que E # M. La situacién es
simétrica respecto a la hipotesis F' # N, de modo que bastard mostrar que ello conduce a
contradicciones. Sea a € M \ E. Por el lema 15.7 sabemos que existe un conjunto cerrado
Ey tal que E C Eg C M y Ey \ E es finito. Por el lema 15.7 sabemos que (m; : i < ) es
una construccién sobre E y por el lema 15.4 que M es atémico sobre E. Por tanto existe
Fy C N tal que F C Fy y Fy \ F es finito y existe fy : Ey — Fp elemental y exhaustiva que
extiende a f. Puede ser que Fjy no sea cerrado pero existe Fy C N cerrado tal que Fy C I}
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y F1 \ Fy es finito. Por el lema 10.2 vemos que N es atémico sobre Fy. Por tanto podemos
proseguir obteniendo ahora £y C M con Fy C E; vy f1 : E1 — F; exhaustiva y elemental
que extiende a fy. [terando se obtienen aplicaciones elementales exhaustivas f, : £, — F,,
(n € w) de modo que E, es cerrado si n es par y I, lo es si n es impar. Si £/ = {J, ¢, En,

F'=Upew Fn v f' = U, ey, fn, entonces E' y F' son cerrados y f': E' — F' es elemental
y exhaustiva.

Definicién (Teoria aislada) T es aislada si para cada A los tipos aislados son densos

en S1(A4).

Proposicion 15.10 Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es aislada,
(2) Para cada A existe un modelo construible sobre A,
(38) Para cada A existe un modelo atémico sobre A,

(4) Para cada A y cada n, los tipos aislados son densos en Sp(A).

Prueba. (1) = (2). Sea k = |A| + |T|. Construimos una cadena (A,, : n < w) de conjuntos
A,, de modo que A = Ay, que toda férmula p(z) € L(A,) consistente sea realizada en A, 1
y que para todo n € w, A,41\ A, posea una enumeracién (af : i < k) en la cual cada ol sea
atémico sobre A,a”;. Entonces M = J,, ., An serd un modelo construible sobre A. Veamos
cémo obtener A, 1 a partir de A,,. Enumeramos las férmulas consistentes p;(x) € L(4,),
(i < k). Se define entonces a} como una realizaciéon de p, siendo p = p(x) € S1(AnaZ;) un
tipo aislado tal que ¢; € p.

(2) = (8). Se sigue del lema 15.3.

(8) = (4). Supongamos que M es atémico sobre Ay ¢(z) € L, (A) es consistente. Entonces
existe una realizacién a de ¢ en M. En ese caso p = tp(a/A) es aislado y ¢ € p. Por tltimo
(4) = (1) es obvio.

Proposicién 15.11 Si T es aislada y M D A es primo sobre A, entonces M es atémico
sobre A.

Prueba. Sea M O A primo sobre A. Como T es aislada, existe N O A que es atémico
sobre A. Como hay una inmersién elemental f : M — N que es la identidad en A, también
M es atémico sobre A.

Proposiciéon 15.12 Si L es numerable, entonces son equivalentes:

(1) T es aislada,
(2) Para cada A numerable los tipos aislados son densos en S1(A),

(3) Para cada A (numerable) existe un modelo primo sobre A.
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Prueba. (1) < (2). Sea p(x) € L(A) consistente y supongamos que en [p]4 = {p € S1(A) :
© € p} no hay puntos aislados. Eso significa que para cada ¢ (z) € L(A) consistente con
p(z) existe x(z) € L(A) tal que tanto ¢(z) A ¥(x) A x(x) como ¢(x) A(x) A —x(z) son
consistentes. Esta es una propiedad de A y como L es numerable es claro que existe un
subconjunto numerable B de A con esa propiedad y con ¢(z) € L(B). Entonces [p(x)]p no
tiene puntos aislados.

(1) = (3). Por la proposicién 15.10 hay un modelo construible sobre cualquier A y por la
proposicién 15.4 este modelo es primo sobre A.

(3) = (2). Si para cada A numerable hay un modelo primo sobre A, entonces, por la pro-
posicién 15.5 para cada A numerable hay un modelo atémico sobre A. Se razona entonces
como en (3) = (4) de la prueba de la proposicién previa.

Proposicion 15.13 Las teorias totalmente trascendentes son aisladas.

Prueba. Sea p(z) € L(A) consistente y sea t(x) € L(A) de rango de Morley minimo y
de grado minimo en su rango, consistente y con la propiedad de que = ¥ — ¢. Entonces
1) es un atomo. También se puede argumentar topolégicamente dado que en los espacios
dispersos el conjunto de los puntos aislados es denso.

Corolario 15.14 Si T es totalmente trascendente y M O A es primo sobre A, entonces M
es atomico sobre A.

Prueba. Por la proposicién 15.13 y la proposicién 15.11.
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Capitulo 16

Teorias wi-categoricas

Definicién (Extensiones primas) M’ = M es una extension prima de M si M # M’
y para cada N = M tal que M # N, existe una inmersién elemental de M’ en N que es la
identidad en M. Se dice que la teoria T tiene extensiones primas si todo modelo de T tiene
una extensién prima.

Proposicién 16.1 (1) Si T es totalmente trascendente y no tiene pares de Vaught, T
tiene extensiones primas.

(2) Si T tiene extensiones primas, T es \-categdrica para cada X\ > |T|T.

Prueba. (1). Sea M |=T. Como T es totalmente trascendente, el espacio Sy (M) es disper-
so y existe por ello p € S1(M) con rango de Cantor-Bendixson 1. Eso significa que existe
una férmula ¢ € p que permite caracterizar a p como el unico tipo no aislado sobre M
que contiene a . Sea a = p. Como T es totalmente trascendente, T' es aislada y por ello
existe un modelo M’ que es primo sobre Ma. Veremos que M’ es una extensién prima de
M. Como p no es aislado es claro que a € M, de modo que M # M’. Sea N = M una
extension elemental propia de M. Si p no se realizara en N resultaria que (M) = ¢(N)
y habriamos obtenido un par de Vaught para ¢. Como en T no hay pares de Vaught, hay
b € N que realiza p. Entonces la aplicacién f = idy U {(a,b)} es elemental. Como M’ es
primo sobre Ma, esta aplicacién se extiende a una inmersién elemental de M’ en N.

(2). Sea My un modelo arbitrario de T de cardinalidad < |T'| y sea (M; : ¢ < \) una cadena
elemental continua de modelos M; construidos de modo que M; ;1 sea una extensién prima
de M;. Llamamos a esta cadena torre de longitud A. Si N > My es un modelo de cardi-
nalidad < A podemos obtener 6 < A y una cadena (f; : ¢ < 0) de aplicaciones elementales
fi  M; — N de modo que fs sea exhaustiva. Eso quiere decir que N = Mjs. Sea ahora
N > My un modelo arbitrario de T' de cardinalidad A. Podemos descomponer N es una
cadena elemental (N; : i < A) con Ng = Mo, |[N;| < Ay con N = |J,_, N;. Por lo ya
establecido podemos obtener una sucesién creciente de ordinales (o : 4 < A) con o; < Ay
una correspondiente cadena de aplicaciones elementales f; : M,, — N de modo que para
cada i, recf; = N;. Obviamente f = | J, ., fi es un isomorfismo entre My y N. De este modo
hemos visto que salvo isomorfia sobre My hay un tnico modelo N = Mj, de cardinalidad
A. Consideremos ahora dos modelos arbitrarios M y N de T, ambos de cardinalidad .
Los podemos descomponer en torres de longitud A, M = {J,_, M;, N = |, Ni, donde
My y Ny son de cardinalidad < |T'|. Entonces existen extensiones elementales M{ = M
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y N} = Ny de cardinalidad < |T| tales que M} = N§. Como son modelos de cardinalidad
< A hay i < Ay j < A tales que M) = M; y Nj = N;. En definitiva, M; = N;. Por lo ya
justificado, M es isomorfo a N.

Proposicién 16.2 (1) Si T es A-estable y A > |T|, k™, entonces T tiene un modelo k™ -
saturado de cardinalidad X.

(2) SiT es A-categdrica entonces T es k-estable para todo Kk tal que A >k > |T).

(8) Si T es numerable y \-categdrica y A\ > wy, entonces el modelo de T de cardinalidad
A es saturado.

Prueba. (1). Construimos una cadena elemental (M; : i < k1) de modelos M; de cardina-
lidad A de modo que todo p € S(M;) se realice en M;;1. Esto es posible porque al ser T una
teorfa A-estable, |S(M;)| < A siempre que |[M;| < A. Si M = M;, M es xT-saturado
y tiene cardinalidad A.

(2). Sea A > k > |T| y supongamos que T no es k-estable. Hay entonces un conjunto A de
cardinalidad  con |S1(A4)| > 1. Podemos obtener un modelo M de T de cardinal A con
A C M y donde se realizan al menos ™ tipos sobre A. Por la proposicién 12.9 hay también
un modelo N de T de cardinal A en el que para cada B C N de cardinalidad x se realizan
sélo k tipos sobre B. Estos modelos M y N no pueden ser isomorfos, de modo que T no es
A-categdrica.

(3). Por (2) T es w-estable, de modo que es también A-estable. Por (1) el modelo de T de
cardinalidad X es kt-saturado para cada  tal que A > ™. De ello se sigue que es A-saturado.

i<kt

Proposicion 16.3 Sea T totalmente trascendente y |T|T < |M| < \. Hay entonces N = M
de cardinalidad A tal que para cada A C M de cardinalidad < |T|, todo p € S1(A) que es
omitido en M es también omitido en N.

Prueba. El modelo NV puede obtenerse como la unién de una cadena elemental de longitud
A, de modo que basta con establecer que para M existe tal N no necesariamente de cardina-
lidad A sino simplemente que sea una extension propia de M. Comenzamos observando que
debe existir una férmula p(z) € Ly (M) tal que |p(M)| > |T| pero para cada ¢(z) € Ly (M)
o bien |@(M)NyY(M)| < |T| o bien |p(M)~1(M)| < |T|, pues en caso contrario podrfamos
construir un 4rbol binario (¢s(x) : s €<% 2) de férmulas @4(z) € L(M) con |ps(M)| > [T,
E vs = (05~ Vs~1) ¥ E (ps~oAps~1) lo cual, por la proposicién 14.8, es imposible si T
es totalmente trascendente. Sea ahora ¢ = ¢(x) el conjunto de férmulas ¢ (x) € L(M) tales
que [p(M)Ny(M)| > |T|. Por eleccién de ¢, g(x) es un tipo completo sobre M. Ademés ¢
no es realizado en M. Sea a = ¢ y sea N un modelo primo sobre Ma (que existe porque T
es totalmente trascendente). Veremos que N cumple las condiciones exigidas. Sea A C M
de cardinalidad < |T'| y p = p(y) € S(A). Supongamos que b € N realiza p y veremos que p
también se realiza en M. Como N es atémico sobre Ma hay v(x,y) € L(M) tal que 9(a,y)
afsla tp(b/Ma). Entonces ¢(z) U {¢(z,y)} F p(y) vy, como |p(y)| < |T|, hay ¢o C ¢ tal que
lgo] < |T| ¥y qo(z) U {¢(z,y)} F p(y). Podemos suponer ademés que gqo - Jyi(z,y). Dado
que todo subconjunto de ¢ de cardinalidad < |T'| se realiza en M, hay o' € M que realiza
qo- Si b/ € M se escoge de modo que = (a’,b’) resulta que b’ realiza p.

Teorema 16.4 (Teorema de Morley) SiT es numerable, las siguientes condiciones son
equivalentes.
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(1) T es w-estable y no tiene pares de Vaught.

(2) T tiene extensiones primas.

(3) Todo modelo numerable de T' tiene una extension prima.
(4) T es A-categdrica para todo X > wy.

(5) T es A-categdrica para algin X\ > wy.

(6) T es wr-categorica.

Prueba. (1) = (2). Por la proposicién 14.10 y la proposicién 16.1.

(2) = (4). Por la proposicién 16.1.

(4)= (5)y (2) = (3) son claros.

(5) = (6). Por la proposicién 16.2 T' es w-estable y por tanto totalmente trascendente. Su-
pongamos que 71" no es wi-categdrica pero que es A-categorica para algun A > w;. Entonces
T tiene un modelo de cardinalidad w; que no es saturado. Por la proposiciéon 16.3, T' tiene
un modelo de cardinalidad A que no es wy-saturado. Pero por la proposiciéon 16.2 el modelo
de T' de cardinalidad A debe ser saturado.

(6) = (1). Por la proposicién 13.4 sabemos que T no tiene pares de Vaught y por la pro-
posicién 16.2 que T es w-estable.

(3) = (6). Como la prueba del punto (2) de la proposicién 16.1 tomando los modelos M;
y IN; siempre numerables.

Corolario 16.5 Sea T' numerable y A numerable. Entonces T es wy-categorica si y solo si
T(A) es wy-categdrica.

Prueba. T es w-estable si y s6lo si T(A) lo es y ademds T tiene un par de Vaught si y sélo
si T(A) tiene uno.

Proposicién 16.6 Si T es una teoria numerable wi-categorica, entonces I(T,w) < w.

Prueba. Sea M, el modelo de T' de cardinal w;. Como T es totalmente trascendente
tiene un modelo primo My < M,, . En la prueba de la proposicién 16.1 se vio que existe
una cadena elemental continua (M; : i < wp) de modelos numerables M; de modo que
M, = UKW1 M; y de modo que M, sea siempre una extensién prima de M;. Todo mo-
delo numerable de T es isomorfo a un modelo de esta torre. Veremos que de hecho en la
torre salvo isomorfia sélo aparecen una cantidad numerable de modelos numerables. Como
T es w-estable, T tiene un modelo numerable saturado N. Obviamente hay i < w; tal que
N = M,;. M;+1 tiene una extensién elemental numerable saturada. Esa extensién es isomor-
fa entonces a un M;,; para algin j > 0. Por tanto hay j > 0 tal que M; = M, ;. Podemos
construir una torre de longitud w; comenzando con M;, M;y1,...,M;y; y repitiendo siem-
pre con periodo j + 1 estos tipos de isomorfia. La razon es que en los limites volvemos a
obtener un modelo numerable saturado y, por tanto, isomorfo a M;. Al hacer la unién se
obtiene un modelo isomorfo a M,,, . Por tanto podemos suponer que esta es la situacién en
la torre con la que trabajamos a partir del punto M;. Pero esto da en total < w tipos de
isomorfia de modelos en la torre.
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Definicién (Conjuntos minimales y fuertemente minimales) Sea p(x) € L(M). De-
cimos que @(z) es minimal en M si (M) es infinito pero para cada ¥(x) € L(M),
(M) N (M) es finito o bien (M) \ (M) es finito. La férmula ¢(x) es fuertemente
minimal en M si es minimal en todo N > M. Decimos que el conjunto D C M es minimal
(fuertemente minimal) en M si se define mediante alguna férmula minimal (fuertemente
minimal) ¢(x) € L(M). Obsérvese que las siguientes condiciones son equivalentes:

1) ¢ es fuertemente minimal en algin M tal que ¢ € L(M).

)
2) ¢ es fuertemente minimal en todo M tal que ¢ € L(M).
3)  es minimal en todo M tal que ¢ € L(M).

)

(
(
(
(4

0 es minimal en €.

Si ¢ tiene alguna de estas propiedades equivalentes decimos que ¢ es una formula fuerte-
mente minimal y que ® = ¢(€) es una clase fuertemente minimal.

Lema 16.7 Sea ¢(x) € L(M)

(1) ¢ es minimal en M si y sdlo si hay un inico punto de acumulacion p € S(M) con
© € p, es decir, siy sdlo si en el espacio S(M), CBR(¢) =1 y CBD(p) = 1.

(2) Si M es w-saturado y ¢ es minimal en M, entonces ¢ es fuertemente minimal.

(3) p(x) es fuertemente minimal si y sélo si RM(p) =1 y DM(yp) = 1.

Prueba. Obsérvese que si ¢)(x) € L(M), entonces (M) es infinito si y sélo si 1(x) perte-
nece a algin punto de acumulacién p € S(M), es decir, a algtin tipo no aislado completo
sobre M. De ello se sigue que p € S(M) es un punto de acumulacién si y sélo si p no se
realiza en M. Con esto se establece (1). (2) es facil de verificar. (3) se sigue de (1) y (2)
teniendo en cuenta que en un modelo w-saturado RM y CBR coinciden.

Definicién (Extensiones minimales) Se dice que M es una extension minimal de A C
M si no hay ningin modelo N # M tal que A C N < M. Esta nocién de minimalidad no
tiene nada que ver con las formulas minimales y fuertemente minimales.

Lema 16.8 Si T es aislada y M es una extension minimal de A, M es primo sobre A y
es ademas, salvo isomorfia sobre A, el unico modelo primo sobre A.

Prueba. Sea M una extensiéon minimal de A. Como T es aislada, existe un modelo N O A
que es primo sobre A. Como A C M < N, también M es primo sobre A. Pero ademas
N 24 M. En efecto, existe una inmersién elemental f : N — M que es la identidad en A.
Por minimalidad de M el recorrido de f debe ser M.

Proposicién 16.9 Sea T una teoria sin pares de Vaught.
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(1) Para cada ¢ = @(x,y) € L hay un nimero natural n, tal que para cada a, si
lo(€,a)| > ny,, entonces [p(€,a)| > w.

(2) Si p(x) € L(M) es minimal en M, entonces ¢ es fuertemente minimal.

(3) Sea o € L(A) y A C M. Si (M) es infinito, entonces M es una extension minimal
de (M) U A.

Prueba. (1). Supongamos que no hay tal n, para ¢. Entonces para cada n < w hay un a,
tal que n < |p(€, a,)| < w. Ampliando el lenguaje mediante un nuevo predicado monédico
U y constantes ¢ se puede efectuar entonces un argumento de compacidad para mostrar la
consistencia de los enunciados que expresan que U es un submodelo elemental con ¢ € U y
con p(U,c) = ¢(€,¢) y que (U, ¢) es infinito. Esto nos da un par de Vaught en T'.

(2). Como T'(a) tampoco tiene pares de Vaught, podemos suponer que ¢(z) es una férmula
sin pardmetros. Sea ¥ = ¢ (x,y) € L, y sean ny y ns los nlimeros naturales garantizados por
(1) para p(z) A(z,y) y para (z) A p(z,y). Como ¢(x) es minimal en M, el enunciado

Vy(3<" () Az, y)) VIS () A (2, y)))

es verdadero en M y por tanto en €. Ello significa que ¢(z) es fuertemente minimal.
(3). Es claro que, como T no tiene pares de Vaught, M es una extensién minimal de
(M) U A.

Lema 16.10 Sea T es totalmente trascendente y ¥ (x) € L(M) una férmula que define un
subcongunto infinito en M. Hay entonces una férmula p(x) € L(M) minimal en M tal que

= p(x) = ¥(x)

Prueba. Sea M un modelo de T. Como (M) es infinito, 1)(x) pertenece a algiin punto de
acumulacién p € S(M). Pero S(M) no es disperso, de modo que hay p € S(M) de rango
de Cantor-Bendixson uno tal que ©(z) € p. Hay entonces ¢(x) € p de rango uno y grado
uno tal que p(z) — ¥(x).

Proposicién 16.11 Sea T es numerable y wy-categdrica y sea (x) € L una férmula que
define un conjunto infinito en M. Entonces hay una formula fuertemente minimal ¢ =
o(x,a) con p(z,y) € L ya € M tal que = ¢(x,a) — ¥(z) y tp(a/0) es aislado. Ademds
M es una extension minimal de (M) U {a}.

Prueba. Sea N < M primo. Por el lema 16.10 sabemos que hay ¢(z,y) € Ly a € N

tales que ¢(z,a) es minimal en N y = ¢(z,a) — ¥(z). Por la proposicién 16.9, ¢(x,a) es
fuertemente minimal. Como @ € N y N es atémico, tp(a/0) es aislado.
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Capitulo 17

Clausura algebraica

Definicién (Clausura definible y clausura algebraica) Una tupla a es definible so-
bre A si hay una férmula ¢(z) € L(A) tal que ¢(€) = {a}. Equivalentemente, a es definible
sobre A si y sélo si la 6rbita de A bajo Aut4(€) tiene un tnico elemento. Obviamente, si
a = ay,...,an,, entonces a es definible sobre A si y sélo si cada a; es definible sobre A.
La clausura definible de A es el conjunto dcl(A) formado por todos los objetos que son
definibles sobre A. Una férmula algebraica es una férmula p(x) € L(€) con ¢(€) finito. Un
tipo algebraico es un tipo p(z) con p(€) finito. Es ficil ver que un tipo cerrado bajo con-
junciones es algebraico si y sélo si contiene una férmula algebraica. Decimos que una tupla
a es algebraica sobre A si tp(a/A) es algebraico, es decir, si la érbita de a bajo Aut4(€) es
finita. Obsérvese que si a = ay, ..., a,, entonces a es algebraico sobre A si y sélo si cada a;
es algebraico sobre A. La clausura algebraica de A es el conjunto acl(A) formado por todos
los elementos algebraicos sobre A. Se dice que A es un conjunto algebraicamente cerrado si
acl(A) = A. Y se dice que A es algebraicamente independiente sobre B si para cada a € A,
a & acl((A~ {a}) U B) y que es algebraicamente independiente si es algebraicamente inde-
pendiente sobre ().

Proposicién 17.1 (1) A C dcl(A) C acl(A).
(2) Si AC B, entonces dcl(A) C dcl(B) y acl(A) C acl(B).
(3) del(del(A)) = del(A) y acl(acl(A)) = acl(A).
(4) del(A) = U{dcl(X) : X € [A]<} y acl(A) = U{acl(X) : X € [A]<“}.
(5) acl(A) = {M : A C M}.

Prueba. Los puntos (1), (2)y (4) se justifican con facilidad. También es claro que dcl(dcl(A)) =
dcl(A) y que acl(A4) C acl(acl(A)). Veamos que acl(acl(A)) C acl(A). Sea a un objeto alge-
braico sobre acl(A). Hay entonces una tupla b € acl(A4) y una férmula ¢(z,y) € L tales que
lo(€,0)] < wy E ¢(a,b). Como la tupla b es algebraica sobre A tiene una érbita finita en
Aut4(€). Sean by, ...,b, los elementos de esta érbita. Claro estd, |¢(€,b;)| < w para cada

i. Como la 6rbita de a en Aut4(€) estd contenida en (€, b)) U--- U (&, by,), se trata de
una drbita finita, con lo cual a € acl(4).

(5). Es fécil comprobar que acl(4) C M para cada M tal que A C M. Veamos que si a es
un objeto no algebraico sobre A existe un M O A tal que a € M. Sea M C A un modelo
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arbitrario y sea r su cardinalidad. Como a ¢ acl(A), existe una secuencia (a; : i < k™) tal
que tp(a/A) = tp(a;/A) y a; # a; para i # j. Hay por tanto un i < k% tal que a; ¢ M.
Como tp(a/A) = tp(a;/A), existe un automorfismo f € Auta(€) tal que f(a;) = a. Si
M' = f(M), resulta entonces que M’ es un modelo que contiene a Ay que a ¢ M’.

Lema 17.2 Sip es un tipo sobre A y no es algebraico, entonces existe ¢ € S(A) no alge-
braico y tal que p C q.

Prueba. El nimero de tipos completos algebraicos sobre A es, obviamente, < 2/T1H4l y
cada uno de estos tipos tiene sélo un nimero finito de realizaciones en €. Por tanto, el
ntmero de tuplas a = p cuyo tipo sobre A es algebraico es < 2IT1+1Al . Sin embargo en €
podemos encontrar > 2/71+14l realizaciones de p, pues p no es algebraico. Existe, por todo
ello, a = p con tp(a/A) no algebraico.

Lema 17.3 (1) Seap € S(A). Si p se realiza en A, p es algebraico, y si p es algebraico,
p es aislado.

(2) Sea p € S(M). Entonces p se realiza en M si y sélo si p es algebraico si y sdlo si p
es aislado.

(3) p(x) € L(M) es minimal en M si y sélo si para cada A C M tal que ¢ € L(A) hay
un dnico p € S(A) no algebraico tal que ¢ € p.

Prueba. (1). Si p € S(A) se realiza en A, p tiene una unica realizacién en A y esa Unica
realizacién en A es también su unica realizacién en €. Por tanto es algebraico. Y sip € S(A)
es algebraico y elegimos ¢(z) € p con n = |¢o(€)| minimo, resulta que ¢(x) es un dtomo
sobre A.

(2).Sipe S(M)y e(x) € p aisla p, como M |= Jzp(x), la férmula p(x) se realiza en M.
Entonces también p se realiza en M.

(3). Se sigue del lema 17.2 y de (2).

Observacion 17.4 Si f : A — B es una biyeccion elemental, entonces f puede extenderse
a una biyeccién elemental f' : acl(A) — acl(B).

Lema 17.5 Sea D C M minimal en M y definido sobre A C M. Si (a; : i < «)
(b; : i < «) son secuencias de elementos de D tales que para cada i < «, a; € acl(Aa<;)
b; & acl(Ab.;),, entonces la aplicacion f =ida U{(a;,b;) : i < a} es elemental.

Y
Y

Prueba. Supongamos inductivamente que f; = ida U {(a;,b;) : j < i} es elemental y
veamos que también lo es fiy1 = fi U{(ai,bi)}. Sea ¢(z) € L(A) minimal en M y tal que
D = ¢(M). Escojamos b}, quizds fuera de M, de modo que f; U {(a;,b;)} sea elemental.
Como a; ¢ acl(Aa;), resulta entonces que b} & acl(Ab<;). Pero hay un dnico tipo completo
no algebraico sobre Ab.; que contiene a ¢ y tanto tp(b;/Ab<;) como tp(b;/Ab.;) cumplen
estas condiciones. Por ello b; =45_, ;. En definitiva, a;a<; =4 b;ib<;, es decir, fi11 es ele-
mental.
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Proposicién 17.6 Sea © una clase fuertemente minimal definida sobre A. Si a,b son
elementos de © y a € acl(Ab) \ acl(A), entonces b € acl(Aa).

Prueba. Supongamos que a ¢ acl(A) y que b & acl(Aa). Veremos que a ¢ acl(Ab). Como
a ¢ acl(A), hay una familia (a; : i < w) de distintos A-conjugados de a con a = ag. Como
b & acl(Aa), por el lema 17.2 existe b’ =4, b tal que v & acl(AU{a; : i < w}). Por el
lema 17.5 tenemos entonces que a;b’ =4 a;b’. Por tanto a tiene infinitos conjugados sobre
AV, esto es a & acl(Ab'). Como ab =4 ab’ se concluye que a ¢ acl(Ab).

Definicién (Pregeometria) Sea {2 una clase y cl una operacién que asigna a cada sub-
clase X de Q una subclase cl(X) de Q. Decimos que cl es un operador de clausura algebraico
en €) si se cumplen las siguientes condiciones:

P1) X Ccl(X).

(P1)
(P2) Si X CY, entonces cl(X) C cl(Y).
(P3) cl(cl(X)) C cl(X).

(P4)

P4) Sia € cl(X), existe Xo C X finito tal que a € cl(Xp).

Decimos que cl es una pregeometria en 2 o que (2, cl) es una pregeometria si ademds se
cumple la condicién

(P5) Si a,b son elementos de Q y a € cl(Xb) \ cl(X), entonces b € cl(Xa).

Supongamos que (€2, cl) es una pregeometria. Decimos que a € ) es independiente de
X C Qsia ¢ c(X). Decimos que X C Q es independiente si para cada a € X, a es
independiente de X ~\ {a}. Una base de X C § es un subconjunto independiente maximal
de X. Veremos a continuaciéon que todas las bases de X tienen el mismo tamano, que se
llama dimension de X.

Lema 17.7 Sea (€,cl) una pregeometria.

(1) Si X es independiente y a & cl(X), entonces X U {a} es independiente.

(2) Si X es minimal con la condicidn de que a € cl(X), entonces para cada b € X,

b€ cl((X ~ {b}) U {a}).

(3) Si X es una base de Z, X' C X ya € Z~ cl(X'), entonces existe un b€ X \ X' tal
que (X ~ {b}) U {a} es una base de Z.

Prueba. (1) y (2) se siguen de (P5). Nos centramos, por tanto, en la prueba de (3). Por
(P4) podemos escoger Xy C X finito y de tamafio minimo con a € cl(Xy). Como a ¢ cl(X’),
por (P2) tenemos que Xo ~ X’ # ). Sea b € Xy ~ X' y veamos que (X \ {b}) U {a} es
base de Z. Vemos en primer lugar que este conjunto es independiente. Por (1), para ello
basta ver que a ¢ cl(X ~\ {b}). Supongamos lo contrario. Como a ¢ cl(Xy ~ {b}), sa-
bemos por (1) que Y = (Xo ~ {b}) U {a} es independiente. Como hemos supuesto que
a € cl(X ~\ {b}), tenemos por (P2) que cl(Y) C cl(X \ {b}), y podemos usar (P3) para
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concluir que b € cl(X ~\ {b}), pues por (2) sabemos que b € cl(Y). Pero esto no es posi-
ble, pues X es independiente. Veamos por tultimo que (X ~\ {b}) U {a} es maximal entre
los subconjuntos independientes de Z. Para ello consideremos un z € Z y veamos que
z € cl((X ~ {b}) U{a}). Sabemos que z € cl(X) y que X es independiente. Observemos
que, por (P2) y porque b € cl((X ~ {b}) U{a}), tenemos que X C cl((X ~ {b})U{a}), y de
nuevo por (P3) se concluye que z € cl((X ~ {b}) U {a}).

Proposicién 17.8 Sea (Q,cl) una pregeometria.

(1) Las siguientes condiciones equivalen a que X C Z sea una base de Z:

(a) X es independiente y cl(X) = Z.
(b) X es un subconjunto minimal de Z con la propiedad de que cl(X) = Z.

(2) Si X CZ y X es independiente, entonces existe una base X' de Z tal que X C X'.

(3) Si X es una base de Z e Y es un subconjunto finito independiente de Z, entonces

existe X' C X tal que | X'| = Y] y (X N X')UY es una base de Z.
(4) Si X,Y son bases de Z, entonces | X| =Y.

Prueba. Las equivalencias del punto (1) se establecen facilmente. (2) se obtiene por el lema
de Zorn, usando sélo (P4) y (P2). (3) se sigue del punto (3) del lema previo . (4) se sigue
de (8) si alguna de las bases es finita. Supongamos que las dos bases X e Y son infinitas.
Para cada a € X existe Y, C Y finito tal que a € cl(Yy). Entonces X C (J,cx Yo de modo
que U, x Ya es una base de Z también. Como estd contenida en Y debe coincidir con Y.
AsT Y| = |Ugex Yol > |X] - w = |X|. Andlogamente se ve que | X[ > [Y].

Proposicién 17.9 Si D C M es un subconjunto fuertemente minimal definido sobre A C
M, y definimos para X C D, cla(X) = acl(AU X) N D entonces Da = (D,cla) es una
pregeometria.

Prueba. Es consecuencia de las proposiciones 17.1 y 17.6.

Proposicién 17.10 Si D es una clase fuertemente minimal definida sobre A.

(1) Si(a; : i < «) es una secuencia de elementos de ® tal que para cada i < o, a; &
acl(Aa<;), entonces {a; : i < a} es algebraicamente independiente sobre A.

(2) Si X1, Xs son subconjuntos de © algebraicamente independientes sobre A y f es una
biyeccion arbitraria entre X1 y Xo, entonces ida U f es elemental.

Prueba. (1) Se muestra inductivamente que para cada ¢ < «, a<; = {a; : j < i} es al-
gebraicamente independiente sobre A. Supongamos que a<; lo es. Como a; ¢ acl(Aac;)
podemos usar el punto (1) del lema 17.7 para garantizar que también a<; 11 = a<; U {a;}
lo es. El punto (2) se sigue inmediatamente del lema 17.5.
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Capitulo 18

El teorema de Baldwin-Lachlan

Definicién (Dimension) Sig(z) € L(A) es una férmula fuertemente minimal, su dimen-
sion en un modelo M 2 A es por definicién la dimensién de la pregeometria D4 = (D, cla)
donde D = (M) y clu(X) = acl(X U A) N D para X C D. Usamos para referirnos a ella
la notacién dimy(M/A). En el caso A = () ponemos simplemente dim,, (M).

Proposicién 18.1 Sea T wi-categdrica y numerable con una férmula p(x) € L fuertemente
manimal.

(1) Si X es una base de (M), M es una extensidn minimal de X. Por tanto M es, salvo
isomorfia sobre X, el unico modelo primo sobre X.

(2) My < My siy sdlo si dim,(M;) < dim,(M>)

(3) My = M, siy sdlo si dim,(M;) = dim,(Ms).

Prueba. (1). Si N es un modelo que contiene a X es claro que p(M) C acl(X) C M. El
resultado se sigue entonces del lema 16.8. Los puntos (2) y (3) se siguen inmediatamente
de (1) por la proposicién 17.10.

Lema 18.2 Sea © una clase fuertemente minimal definida sobre A, acl(A) N D infinito y
p € S(A). Entonces p es aislado si y sélo si p es algebraico.

Prueba. Sea ¢(z) € L(A) fuertemente minimal y tal que ® = ¢(€). Ya sabemos que todo
tipo algebraico es aislado. Supongamos que p es aislado pero no algebraico. Sea 6(z) € p
una férmula que afsla p. Si a € acl(A) N D, entonces a ~ p (pues p no es algebraico pero
a € acl(A)) y por consiguiente = —60(a). Asi pues {a € D := —=0(a)} es infinito. Como D es
fuertemente minimal, {a € © :}= 6(a)} es finito, es decir, (¢(x) A 6(z)) es algebraica. Pero
entonces p es algebraico, pues (¢(x) A 8(z)) € p.

Proposicién 18.3 Sea T una teoria numerable wy-categdrica que posee una férmula p(x) €
L fuertemente minimal.
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(1) M es k-saturado si y sdlo si dimy,(M) > k.
(2) M es primo siy solo si para todo N, dimy, (M) < dimy,(N).

(8) Sea My el modelo primo deT y M,, = My el modelo numerable saturado de T. SiT no
es w-categdrica, ng = dimy, (M) es finita y existe una cadena elemental (M; : i < w)
tal que dimy,(M;) = no+1i, M, = U, ., M; y todo modelo numerable de T' es isomorfo
a algin M; (1 <i<w).

(4) Si T no es w-categdrica, entonces I(T,w) = w.

Prueba. (1). Sea |M| > w. Si |[M| > k, entonces M es k-saturado (proposicién 16.2) vy,
meramente por motivos de cardinalidad, tiene dimensién > k. Obviamente, si k < |M]|,
entonces M ni puede ser k-saturado ni puede tener dimensién > k. Consideremos enton-
ces el caso M numerable. Sea M w-saturado. Escojamos, en un modelo de cardinalidad
> w, una secuencia (a; : i < w) de elementos algebraicamente independientes tales que
E ¢(a;). Por w-saturaciéon de M debe haber una secuencia (a} : i < w) en M tal que
(a; 11 <w) = (a : i < w). Claro estd, ello implica que dim, (M) > w. Por dltimo, supon-
gamos que dim, (M) > w y veamos que M es saturado. Como M es numerable, de hecho
dim, (M) = w. Sea N el modelo numerable saturado de 7. También dim,(N) = w y por el
punto (8) de la proposiciéon 18.1, M = N. Asi M es saturado.

(2). Por el punto (2) de la proposicién 18.1, sabemos que si M < N, entonces dim,, (M) <
dimy, (V). Usando el punto (3) de esa misma proposicién se tiene entonces el resultado.
(8). Si dimy,(My) = w, entonces cualquier otro modelo numerable N de T tiene tam-
bién dimensién w, pues dim,(My) < dim, (V). Pero entonces T' es w-categérica. Asi pues,
ng = dim,, (Mp) < w. Seam =np—+1iysean aj,...,a, elementos algebraicamente indepen-
dientes que realizan (z), escogidos, por ejemplo, en el modelo numerable saturado de 7.
Sea N; un modelo primo sobre ay, ..., a,. Vamos a ver que dimy,(N;) = ng + 4. Para ello
basta ver que {ay, ..., an} es una base de ¢(N;). Si no lo fuera existirfa un a € ¢(N;) tal que
a & acl(ay,...,an). Por el punto (2) de la proposicién 18.1 podemos suponer que My < N;
y de hecho que {aq, ..., an, } es una base de ¢(M). Entonces p(My) C acl(ay, ..., a,)Ne(€)
de modo que esa interseccion es infinita. Podemos usar entonces el lema 18.2 para garanti-
zar que tp(a/ay,...,a,) no es aislado. Pero en ese caso a ¢ N;, pues N; es atémico sobre
{a1,...,an}. Establecido entonces que existe N; con dim,,(N;) = ng+14, podemos construir
inductivamente una cadena elemental (M; : i < w) de modo que dim,(M;) = ng +¢. Como
M, = UZ <o M; tiene dimension infinita, es saturado.

(4). Se sigue inmediatamente de (3).

Observacion 18.4 Se dice que la teoria T es fuertemente minimal si la férmula x = x
es fuertemente minimal en T. Es facil ver que si T es fuertemente minimal entonces T es
A-categorica en todo A > |T)|.

Lema 18.5 Sea p(x) € L(A), A C M, M atémico sobre o(M)UA y X C D = p(C).
Entonces tp(X/o(M)A) F tp(X/M) y acl(Xp(M)A)ND = acl(XM)ND.

Prueba. Vemos primero cémo la segunda afirmacion se sigue de la primera. Basta mostrar
que si a € D N acl(Xp(M)A), entonces a ¢ acl(XM). Aplicando la primera afirmacién
vemos que tp(Xa/o(M)A) Ftp(Xa/M) y por tanto tp(a/X¢(M)A) & tp(a/X M). Supon-
gamos que tp(a/Xp(M)A) no es algebraico. Como este tipo puede extenderse a un tipo no
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algebraico sobre X M, se concluye que tp(a/X M) no es algebraico. Mostramos ahora la pri-
mera afirmacién. Por la proposicién 15.6 basta ver que tp(M/o(M)A) F tp(M/Xp(M)A).
Podemos suponer que A = (). Sea m € M una tupla. Como M es atémico sobre ¢(M) existe
una tupla a € p(M) y una férmula 0(x,y) € L tal que = 0(m,a) y 0(x,a) - tp(m/p(M)).
Queremos ver que tp(m/o(M)) F tp(m/p(M)X). Supongamos que esto no es asi. Enton-
ces hay una extensién a’ de a en ¢(M), una tupla ¢ € X, una tupla m’ y una férmula
Y(z,y,z) € L tales que

E (0(m',a) Ap(m,a’,c) A—p(m’,d ).

(
Entonces = 3232/ (0(2',a) A (m,d,z) AN —p(a’,d’, z)), de manera que podemos suponer
que m’ € M y existe ¢’ € p(M) tal que = (Y(m,a’, ) A —p(m',a’, ")) lo cual contradice
al hecho de que m =,(ar) m'.

Lema 18.6 Sea T numerable y wi-categdrica, sea p(x) € L(A) fuertemente minimal y
ACM.

(1) Si M < N, entonces dim,(N/M) = dim,(N/@(M)A)
(2) Si M < N, entonces dim,(N/A) = dim, (N/M) + dim, (M /A).
(3) Si N es una extension prima de M, entonces dimy,(N/M) = 1.

(4) Si (M; :i < «) es una cadena elemental continua y M = My, entonces

dimg (Mo /M) = > dimgy(M;y1/M;).

i<|o

(5) Si (M; :i < a) es una cadena elemental continua de extensiones primas con M = My,
entonces dimy, (Mo /M) = |af.

Prueba. (1) es consecuencia del lema 18.5 dado que M es primo sobre ¢(M)A.

(2). Sea D = ¢(N) y D' = ¢(M). Sea X una base de (M) en la pregeometria D’;. En-
tonces X C D es un conjunto independiente en la pregeometria D4 y podemos por tanto
extender X a una base Y de ¢(N) en D4. Asi dimy,(M/A) = |X| y dim,(N/A) = [Y].
Es facil ver que Y \. X es una base de ¢(N) en Dy npy4. Usando (1) vemos entonces que
dim, (N/M) = dim,(N/p(M)A) =Y ~ X|.

(8). Basta ver que existe una extensién elemental N de M con dim,(N/M) = 1. Sea
a € (€)M y sea N primo sobre Ma. Usando el lema 18.2 vemos que {a} es una base
de D = ¢(N) en la pregeometria Djs. Por tanto dim,(N/M) = 1.

(4). Sea D = p(M,) y para cada i < « sea X; una base de p(M;y1) en la pregeometria
Dyamya- Por (1) |Xi| = dimg (M1 /@(M;)A) = dimy,(M;11/M;). Por induccién pode-
mos ver facilmente que para cada i < o, ¢(M;) C acl(AU (M) UJ;_; X;). Por otro lado
Ui<a Xi es independiente en D, (ppy4. Por tanto | J,; ., X; es una base de ¢(M,) en Dyarya-
Como ademés X; N X; = () siempre que i # j, utilizando (1) de nuevo se tiene el resultado.

(5). Se sigue de (1), (3)y (4)-

Observacion 18.7 Sea T numerable y w1 -categorica. Todo modelo M tiene salvo isomorfia
sobre M una unica extension prima N. Esta extension prima se caracteriza salvo isomorfia
sobre M por la condicién dim,(N/M) = 1 para alguna (para cada) formula fuertemente
minimal ¢ € L(M).

102



Proposicién 18.8 Sea T numerable y wy-categdrica y o(x) € L(A) fuertemente minimal.
Si M < N, entonces dim,,(N/M) coincide con

méx{|a|: My = M y M, = N para alguna cadena elemental estricta (M; :i < a)}.

Prueba. Sabemos que existe una cadena elemental continua de extensiones primas (M; :
it <a)con My=DMy M,=N.Por el lema 18.6, dim,(N/M) = |a|. Ademés cualquier ca-
dena elemental que comienza en M y acaba en N puede extenderse a una cadena elemental
continua de extensiones primas.

Lema 18.9 Sea T numerable y wy-categdrica. Sean o(x,y) € L y a € € tales que p(x,a) es
fuertemente minimal y sea p = tp(a/0). Entonces para cada tipo completo sobre § q(x,y) D
p(x) Up(y) existe un entero ng tal que para M cualesquiera be = q en M,

dimw(%b) (M/b) = dimw(x,c)(M/C) + nq.

Prueba. Sea M, < M primo sobre bc. Si T es w-categérica también lo son T'(b) y T'(c)
y por ello dimg, ) (Mo/b) = w = dimy(, ) (Mo/c). Ponemos entonces ng = 0. Si T' no
es w-categorica tampoco lo es T'(bc). Si fuera dimg(, ) (Mo/b) = w entonces My serfa en
T'(be) un modelo al tiempo primo y saturado, lo cual implica que T'(bc) es w-categdrica.
Anélogamente para dim,(, ) (Mo/c). Como las dos dimensiones son finitas, hay n, € Z tal
que

dimgp(z’b)(Mo/b) = dimap(m,c) (MQ/C) + ng.

Por el lema 18.6 tenemos que

dimcp(:z:,b) (M/b) = dimcp(:z:,b) (M/MO) + dimgo(a:,b) (MO/b)

dimw(%c) (M/C) = dim¢($7c)(M/M0) + dimgo(w,c) (MO/C)
y por la proposicién 18.8
dimcp(r,b)(M/MO) = dim@(x,c)(M/Mo).

Reuniendo estos resultados vemos que dimg(, p) (M /b) = dimy(, ) (M/c) + ny. Esta cons-
truccion es, claro estd, independiente de la eleccién de la realizacién be de q.

Proposicién 18.10 Sea T numerable y wi-categérica. Sea o(x,y) € L, y a € € tales
que p(x,a) es fuertemente minimal. Si a,b € M y a = b, entonces dimy(, q)(M/a) =
dimy, (5 ) (M /D).

Prueba. Ficilmente podemos obtener una secuencia (a; : ¢ < w) tal que a;a;11 = ab. Sea
q = tp(ab/0). Por el lema previo hay n, € Z tal que
dimg,(x’a/)(M/a/) = dimw(z’b/)(N/b/) + nq

siempre que a'b’ = ¢q. Sea N D {a; : i < w} un modelo fuertemente w-homogéneo y sea
p’ € S(N) una extensién de p = tp(a/f) con RM(p) = RM(p'). Finalmente sea a, = p'.
Veremos en primer lugar que en estas circunstancias {tp(a,a;/0) : i < w} debe ser finito.
En caso contrario existirfa un I C w infinito tal que para cualesquiera i,j € I distintos
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aua; # aya;. Como N es fuertemente w-homogéneo para cada ¢ < w existe un automor-
fismo f; de N con f;(a;) = ag. Sea p} = (p')/i. Si i,j € I son distintos existe 1 (z,y) € L
tal que |= ¥ (ay,a;) pero = —(ay,a;). Entonces 1(z,a) € p; pero ~(z,ap) € p’;. Esto
muestra que p; # p; siempre que i, j € I son distintos. Sin embargo RM(p;) = RM(p) y hay
s6lo < DM(p) (un ntmero finito) de extensiones de p sobre N con el mismo rango de Mor-
ley. Esta contradiccién nos hace aceptar que {tp(aya;/0) : i < w} es finito. Sea m; € Z el
nimero que el lema previo asocia al tipo tp(aa;/0). Resulta entonces que m;+1 = m; +n,
y por tanto que m;4; = m; + j - ny. Fijemos i, j € I distintos con tp(aya;/0) = tp(awa;/0).
Entonces m; = m;. De ello se sigue que si ¢ > j, entonces (i —j) -ngy = 0. Por tanto, ngy = 0.

Teorema 18.11 (Baldwin-Lachlan) Si T es numerable y wy-categdrica, entonces o bien
I(T,w) =1 o bien I(T,w) = w.

Prueba. Supongamos que T no es w-categdrica y veamos que I(T,w) = w. Por la proposi-
cién 16.11 sabemos que hay ¢(z,y) € L'y a € € tales que ¢(x,a) es fuertemente minimal y
tp(a/0) es aislado. También T'(a) es una teoria w;-categdrica que no es w-categdrica. Por la
proposicién 18.3 I(T(a),w) = w. De ello ya se sigue inmediatamente que I(T,w) < w, aun-
que por otro lado esto lo sabfamos ya por la proposicién 16.6. Sean ((M;,a) : i < w) modelos
numerables no isomorfos de T'(a). Mostraremos que M; 2 M; si i # j. Supongamos lo con-
trario y sea f un isomorfismo entre M; y M;. Entonces ¢(z, f(a)) es fuertemente minimal
y a = f(a). Por la proposicién 18.10, dim(y q)(M;/a) = dimy, ¢y (M;/ f(a)) y entonces
dimy(p,q)(M;i/a) = dimg(,q)(M;/a), es decir, dimg s q)((M;,a)) = dimgy(yq)((Mj,a)) en
T'(a). Por la proposicién 18.1 se concluye entonces que (M;, a) = (M;,a).

Proposicion 18.12 Si T es numerable y wi-categdrica, entonces todo modelo de T es ho-
mogéneo.

Prueba. Si M es no numerable, M es saturado y por tanto homogéneo. Consideremos el
caso de M numerable. Sean a, b tuplas de M tales que a = b y veamos que hay f € Aut(M)
tal que f(a) = b. Como T'(a) es wi-categdrica, existe por la proposicién 16.11 ¢(z,y,2) € L
y a’ € M tales que ¢(x,a,a’) es fuertemente minimal y tp(a’/a) es aislado. Entonces existe
b € M tal que aa’ = bb'. También la fé6rmula (x,b,b’) es fuertemente minimal. Sea X
una base de (M, a,a’) (sobre aa’) e Y una base de ¢(M,b,b’) (sobre bb’). Por la pro-
posicién 18.10 tenemos que |X| = |Y|. Sea f una biyeccién entre X e Y. Utilizando la
proposicién 17.10 es facil ver que la aplicacién fU{(a,b), (a’,0')} es elemental. Como M es
primo sobre (M, a,a’) U {a,d’'}, f puede extenderse a una inmersién elemental de M en
M. Como M es minimal sobre (M, b, b") U{b,b'}, esta extension es exhaustiva. Es por ello
un automorfismo de M que transforma a en b.

Observacion 18.13 Sea T numerable y wi-categorica. Si M es k-saturado y M < N,
también N es k-saturado.

Proposicion 18.14 Sea T es numerable y wi-categorica. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

(1) M es saturado.
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(2) M es isomorfo a una subestructura elemental propia.
(8) M contiene una cadena elemental estricta infinita.

(4) M contiene un conjunto infinito de indiscernibles.

Prueba. Es claro que en cualquier teorfa la condicién (1) implica las restantes condiciones.
Por otro lado si T es numerable y w;-categdrica existe una férmula ¢(z,y) € Ly a € € tales
que ¢(z,a) es fuertemente minimal y tp(a/@) es aislado. Sea M un modelo que posee una
subestructura elemental propia isomorfa NV y sea f un isomorfismo entre N y M. Hay b € N
con a = b. Usando la proposicién 18.10 vemos que dimy,; 3y (N/b) = dimy . r5))(M/ f(b)) =
dimy, (4 ) (M /b). Como por otro lado dim,(, 5y (M/N) # 0y dim(, p) (M/b) = dimy(, p) (M/N)+
dimy,(g,5) (N/b), se concluye que dim,(, p) (M /b) no es finita. De ello se sigue que M es satu-
rado. Esto muestra (2) = (1). De modo anélogo se muestra (8) = (1). Veamos finalmente
c¢émo (1) se sigue de (4). Sea X un subconjunto maximal indiscernible de M y sea Y un
subconjunto propio de X tal que X ~ Y. Sea N < M un modelo primo sobre X y sea f una
biyeccién entre X e Y. Por indiscernibilidad f es elemental y por tanto puede extenderse
a una inmersién elemental f' : N — N. Por maximalidad de X, f/(N)N(X \Y) = 0.
Asi pues f/(N) # N. En definitiva, N es isomorfo a una subestructura elemental propia.
Por lo ya demostrado, N es saturado. De la observacion previa se sigue que también M es
saturado.
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Capitulo 19

Apéndice: nociones de topologia

Definicién (Topologia, espacio topoldgico, abiertos, cerrados) Una topologia en un
conjunto X es una coleccién o de subconjuntos de X tal que

1.0eoy X €o,
2. Si A,B € o, entonces AN B € o,

3. Si7 C o, entonces |J7 € 0.

Los elementos de la topologia o se llaman conjuntos abiertos y se dice que el par (X, o)
es un espacio topoldgico. Se llaman cerrados los complementos de los conjuntos abiertos y
se llaman abierto—cerrados los conjuntos que son al tiempo abiertos y cerrados.

Proposicién 19.1 Sea (X, 0) un espacio topoldgico.
1. 0 y X son cerrados,

2. Si A, B son cerrados, AU B es cerrado,

3. Si F es una coleccion no vacia de cerrados, (| F es cerrado.

Proposicion 19.2 Los conjuntos abierto—cerrados forman una subdlgebra del dlgebra de
Boole P(X) = (P(X),0,X,Nn,U,7).

Definicién (Base, espacio cero—dimensional) Una base de una topologia o en X es
una coleccién B de abiertos tal que

a:{UT:TgB}.

Si B es base de una topologia en X, esa topologia estd univocamente determinada por
B. Una condicién suficiente para que una coleccion B de subconjuntos de X sea base de
una topologia en X es que X = |JB y que B esté cerrado bajo intersecciones finitas.
Una vez fijada una base B, los elementos de B se llaman abiertos bdsicos. Un espacio es
cero—dimensional si posee una base de abierto—cerrados.
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Definicién (Espacio Hausdorff, recubrimiento, espacio compacto, pif) Un espa-
cio topolégico (X, o) es Hausdorff si para cualesquiera puntos distintos a,b € X existen
abiertos disjuntos O,, Oy tales que a € O, y b € Op. Un recubrimiento de un conjunto
A C X es una familia {A; : i € I'} de subconjuntos de X tales que A C |J;c; A;. Se trata
de un recubrimiento abierto si cada A; es abierto. Un subrecubrimiento del recubrimiento
es una subfamilia {A; : ¢ € J} (para algin J C I) que también recubre A. El conjunto
A es compacto si todo recubrimiento abierto de A posee un subrecubrimiento finito. El
espacio es compacto si X es un conjunto compacto. Una coleccién F de subconjuntos de

X tiene la propiedad de la interseccion finita (abreviado, pif) si para cada n > 1y cada
Ai,..., A, € F,setiene A;N---NA, #0.

Proposicién 19.3 El espacio topoldgico (X, o) es compacto si y sdlo si toda coleccion no
vacia de cerrados con la pif tiene interseccion no vacia.

Prueba. {A; : i € I} es un recubrimiento abierto del espacio si y sélo si {(X \ 4;) :i € I}
es una coleccién de cerrados con [, (X ~\ A;) # 0.

Proposicién 19.4 Si A es un cerrado en un espacio compacto (X, o), entonces A es com-
pacto.

Prueba. Si {O; : i € I} es un recubrimiento abierto del cerrado A, entonces {X ~ A}U{O; :
i € I} es un recubrimiento abierto de X.

Definicién (Espacio booleano) Un espacio booleano es un espacio topolégico, Haus-
dorff, compacto y cero—dimensional.

Definicién (Filtro, ultrafiltro, espacio de Stone) Sea B = (B,0,1,A,V, ™) un alge-
bra de Boole. Un filtro en B es un subconjunto F' de B tal que

1. 1eF,
2. Sia,be F, entonces aANb e F,

3. Siae F;be By a<b, entonces b € F.

donde a < b < aVb="b. Un filtro F' es propio si 0 € F'y es un ultrafiltro si es propio y
para cada a € B o bien a € F o bien a € F. El espacio de Stone de B es

St(B) = {U : U es un ultrafiltro en B}.

Proposicién 19.5 Sea B un dlgebra de Boole y para cada a € B, sea O, = {U € St(B) :
a € U}. Entonces {O, : a € B} es una base para una topologia en St(B). El espacio
topoldgico determinado es un espacio booleano.

Prueba. Ver un manual de algebras de Boole.
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Definicién (Espacios homeomorfos) Sean (X,0) y (X', 0’) espacios topoldgicos. Un
homeomorfismo es una biyeccién f : X — Y tal que o/ = {f(O) : O € o}. Se dice que los
espacios son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

Proposicién 19.6 Si(X,0) es un espacio topoldgico booleano yB es su dlgebra de abierto—
cerrados, entonces (X, o) es homeomorfo al espacio de Stone St(B) de B.

Prueba. Ver un manual de dlgebras de Boole.

Proposicién 19.7 Si X es un espacio booleano y B es una base de abierto—cerrados que
estd cerrada bajo uniones finitas, entonces todo abierto—cerrado estd en B.

Prueba. Sea A un abierto—cerrado. Por ser abierto, existe F C B tal que A = JF. En-
tonces F es un recubrimiento abierto de A y A es cerrado. Por compacidad, existe un sub-
conjunto finito Fy de F tal que A = | Fy. Como B estd cerrado bajo uniones finitas, A € B.

Definicién (Interior y clausura) Sea (X, o) un espacio topolégico y A C X. La clau-
sura de A, cl(A), se define como la interseccién de todos los cerrados que contienen a A
y el interior de A, int(A) se define como la unién de todos los abiertos contenidos en A.
Asf cl(A) es el menor cerrado que contiene a A y int(A) es el mayor abierto contenido en

A.

Observaciones 19.8 En cualquier espacio topologico se verifica lo siguiente:

(1) Si A C B, entonces cl(A) C cl(B) y int(A) C int(B),

(2) cl(cl(A)) = cl(A) y int(int(A)) = int(A),

(3) cl(A) = X Nint(X N A) yint(A) = X N (X N A),

(4) cl(AUB) =cl(A)Ucl(B) y int(AN B) = int(A) N int(B),

(5) A es cerrado siy sdlo si cl(A) = A,

(6) A es abierto si y sdlo si int(A) = A.
Definicién (Punto de acumulacién y conjunto derivado) Sea (X, o) un espacio to-
polégico, A C X y a € X. Se dice que a es un punto de acumulacion de A si todo abierto
al que pertenece a posee puntos de A distintos de a. El conjunto derivado de A, A’ es el
conjunto formado por los puntos de acumulacién de A. Obsérvese que AU A’ es el conjunto

formado por todos los puntos que tienen la propiedad de que todo abierto que los contiene
tiene interseccién no vacia con A.

Observaciones 19.9 En cualquier espacio topologico se verifica lo siguiente:

(1) Si A C B, entonces A’ C B/,
(2) (AuB) = A'UB,

108



(8) AV C AUA,
(4) AUA’ es cerrado,
(5) A’ Ccl(A).

Prueba. (1) es claro. O de (2) se sigue de (1). Respecto a C, si a ¢ A’UB’ entonces existen
abiertos O4, Op tales que a € Oy, Ox N A C {a}, a € Op y Op N B C {a}. Entonces si
O = 04N O0g, resulta que O es un abierto, a € O y ON(AUB) C {a}, lo cual muestra que
a ¢ (AU B)'. Para mostrar (3), supongamos que a € A” pero que a ¢ A. Sea O un abierto
tal que a € O y veamos que hay un punto b # a tal que b € AN O. Como a € A”, hay un
punto ¢ # a tal que ¢ € A’ N O. Ahora, como ¢ € A’, existe b # ¢ tal que b € AN O. Como
a & A, deber ser b # a. Para mostrar (4), sea a € X ~\ (AU A’) y veamos que hay un abierto
Otalquea€e O C XN (AUA). Por (2)y (3) tenemos que (AUA YU (AUA'Y CAUA,
de modo que a ¢ (AU A" YU (AU A’). Eso significa que existe un abierto O tal que a € O'y
ON(AUA") =0, conlo cual O C X \ (AU A’). Finalmente, (5) es claro dado que X \ cl(A)
es un abierto disjunto con A.

Proposicién 19.10 cl(4) = AU A’

Prueba. Por las observaciones previas.

Definicién (Conjunto denso, conjunto denso en ninguna parte) Un subconjunto A
de X es denso si cl(A) = X y es denso en ninguna parte si int(cl(A)) = 0.

Proposiciéon 19.11 En cualquier espacio topoldgico se verifica lo siguiente:

(1) A es denso si y sélo si para cada abierto no vacio O,0 N A # 0,
(2) A es denso en ninguna parte si y sdlo si cl(A) es denso en ninguna parte,
(3) A es un cerrado denso en ninguna parte si y sdlo si X \ A es un denso abierto,

(4) A es denso en ninguna parte si y sdlo si X \ A contiene un denso abierto.

Prueba. (1) se sigue de la proposicién 19.10. (2) es inmediato ya que cl(cl(A)) = A. Para
(3), supongamos que A es cerrado. Entonces, por (1), A es denso en ninguna parte si y sélo
si int(A) = 0 si y sélo si A no contiene ningtin abierto no vacio si y sélo si X \ A es denso.
Por tltimo, (4) se sigue de (3)y (2).

Definicién (Conjunto magro) Un conjunto magro es una unién numerable de conjun-
tos densos en ninguna parte.

Observacién 19.12 Los conjuntos magros del espacio topoldgico (X, o) forman un ideal
del dlgebra de Boole P(X), es decir, la unidn finita de magros es magra y cualquier subcon-
junto de un conjunto magro es magro.
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Lema 19.13 FEn cualquier espacio topologico las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) ningin abierto no vacio es magro,

(2) si {Dy :n € w} es una coleccion de densos abiertos, entonces ) D,, es denso.

new
Prueba. (1) = (2). Sea {D,, : n € w} una coleccién de densos abiertos, sea O un abierto
no vacfo y veamos que O N[, ¢, Dn # 0. Cada X ~\ D,, es un cerrado denso en ninguna
parte y por tanto X \[,.c., Dn = U, e, (X \ Dy) es magro. Como O no puede ser magro,
O no puede estar contenido en X ~\ (), .., Dn, es decir, ON(, .., Dn # 0.

(2) = (1). Sea O un abierto magro, digamos O = J, .., A, donde cada A, es denso en
ninguna parte. Pongamos D,, = X \ cl(4,,). Entonces cada D,, es denso abierto, de modo
que si O es no vacio, O N[ D,, # 0, lo que contradice a O = Unecw An-

necw

Teorema 19.14 (Teorema de Categoria de Baire) En un espacio booleano ningin abier-
to mo vacio es magro.

Prueba. Usando el lema 19.13, basta mostrar que si {D,, : n € w} es una coleccién de
densos abiertos, y O es un abierto no vacfo entonces O N[, o, Dy # 0. Para ver esto mos-
tramos primero que hay una coleccién {A, : n € w} de abierto—cerrados no vacios tales
que A,+1 € A, C OND,. Comenzamos observando que O N Dy es un abierto no vacio y
contiene por tanto un abierto—cerrado no vacio Ag. Supuesto obtenido ya A, € O N D,
vemos que, al ser D,,+1 denso, A, N D,41 es un abierto no vacio y contiene por tanto
un abierto—cerrado no vacio A, ;. Construida la secuencia de este modo, observamos que
{A,, : n € w} es una coleccién de cerrados con la pif y por compacidad ), ., A, # 0. Como
ﬂnew A, COnN ﬂnew D,,, tenemos el resultado buscado.

new

Definicién (Funciones continuas y funciones abiertas) Sean (X,0) y (Y,7) espa-
cios topoldgicos. Una funcién f : X — Y es continua si para cada abierto O C Y, f~1(0)
es un abierto. Y f es una funcidn abierta si para cada abierto O C X, f(O) es abierto.
Obsérvese que en ambos casos basta con que O sea un abierto bésico.

Lema 19.15 Si f : X — Y es continua y abierta y A C'Y es denso en ninguna parte,
entonces f~(A) es también denso en ninguna parte.

Prueba. Del hecho de que f es continua se sigue que cl(f~1(A)) C f~1(cl(A)), pues
f71(cl(A)) es un cerrado que contiene a f~'(A). Entonces, como f es abierta, si O C
cl(f71(A)) es un abierto no vacfo tenemos que también f(O) C cl(A) es un abierto no vacfo.

Definicién (Derivada de Cantor-Bendixson) Sea (X, o) un espacio topoldgico arbi-
trario. Observemos que A C X es cerrado si y sélo si A’ C A. Si A es un cerrado se tiene
entonces que A” C A’ y por tanto también A’ es cerrado. Asi en la siguiente definicién
todos los conjuntos que se obtienen son cerrados.

s X0 = x
s X(otl) — (X(a))/
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» XY= X si o es un ordinal limite.

<o

a X () — N. X (o)

X (@) es la a-derivada de Cantor-Bendizson del espacio X. Obviamente

X=xO0O>xMWo5...0x@5 xlt) 5. 5 x(=)
Lema 19.16 Sea (X,0) un espacio compacto.

(1) Si o es limite y para cada i < a, X # (), entonces X #£ (.

(2) Si o es el mayor ordinal con X(®) # (), entonces X es finito.

Prueba. (1) se sigue del hecho de que la coleccién {X @ : i < a} tiene la pif. (2) se obtiene
observando que si A es compacto y A’ = (), entonces A es finito.

Definicién (Espacio disperso, rango y grado de Cantor-Bendixson) Sea (X, o) un
espacio compacto. El rango de Cantor-Bendizson de a € X es CBRx(a) = oo si a € X(*).
Y si a ¢ X() existe un mayor o con a € X(® y se define CBRx(a) = . Definimos
ahora el rango y grado de Cantor-Bendizson de un cerrado A C X. Si A = ) su rango es
CBRx(A) = —1 y su grado es CBDx(A) = 0. Si hay a € A con CBRx(a) = 0o se pone
CBRx(A) = 00y CBDx(A) = co. En otro caso hay en A elementos de rango maximo. Sea
a este rango. Ponemos CBR x (4) = a. Resulta que hay en A un ndmero finito de elementos
de rango a. Si n es su ndmero se pone CBDx (A) = n. Se dice que el espacio es disperso si
X () = (), es decir, si para cada a € X, CBRx(a) < co. En la notacién CBRx y CBDy
omitiremos el subindice X cuando el contexto lo permita.

Proposicién 19.17 Sea (X, o) un espacio booleano y A C X un cerrado. Hay entonces un
abierto-cerrado U O A con CBR(A) = CBR(U) y CBD(A) = CBD(U).

Prueba. Se pone U =0 si A=0y U = X si CBR(A) = co. Sea @« = CBR(A). Podemos
suponer que 0 < a < oo. Entonces AN X (@) = . Para cada a € A hay por tanto un
abierto-cerrado U, tal que a € U, y U, N Xt = (. Por compacidad, hay un abierto-
cerrado U tal que A C U y UN X @+ = (. Obviamente, CBR(A) = CBR(U). Hay sélo un
numero finito de a € U \ A con CBR(a) = a. Para cada tal a € U . A podemos obtener un
abierto-cerrado V, tal que a € V, y V, CU ~\ A. Si V es la unién de estos abierto-cerrados,
V mismo y U \. V son abierto-cerrados y A C U \ V. Es claro que CBR(A4) = CBR(U \ V)
y CBD(A) = CBD(U \ V).

Proposicién 19.18 Sea (X, o) un espacio booleano y U C X un abierto-cerrado.

(1) CBR(U) >0 si y sélo si U # 0

(2) CBR(U) > a+1 siy sdlo si hay una familia (Uy, : n < w) de subconjuntos abierto-
cerrados de U, disjuntos entre si y con CBR(U,) > «

(3) Si « es limite, entonces CBR(U) > « si y sdlo si CBR(U) > i para cada i < o
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(4) SiCBR(U) = a < o0, entonces CBD(U) es el mayor nimeron < w para el que existen
Ui, ..., U, subconjuntos abierto-cerrados de U, disjuntos entre sty con CBR(U;) = «.

Prueba. (1)y (38)son claros. (2) =. Témese a € U con CBR(a) > a+1. Hay by € U ~{a}
con CBR(by) > a. Obtenemos a continuacién abierto-cerrados Uy, Vp, tales que U = UpUVy,
bo € Uy y a € V. De nuevo, hay b; € V5 ~ {a} con CBR(b;) > «. Hay entonces abierto-
cerrados Uy, V; con Vo = U1UVy, by € Uy y a € Vy. Asi se obtienen Uy, Uy, Us,.... (2) <.
Témese a,, € U, con CBR(a,) > «a. Asi, a, € UN X (@ Como U N X es un cerrado
infinito, posee un punto de acumulacién, que pertenece entonces a U y a X (“t1). Con ello,
CBR(U) > a+1. (4)Sea CBR(U) = a y CBD(U) = n. Hay entonces exactamente n puntos
en U con rango « y ninguno de rango superior. Sean ay, ..., a, estos puntos. Obtenemos
abierto-cerrados Uy, ..., U, que los separan: son disjuntos y a; € U;. Obviamente no puede
haber n + 1 de ellos.

Proposicién 19.19 Sea (X, 0) un espacio booleano y a € X. Entonces

CBR(a) = min{CBR(U) : U abierto-cerrado y a € U}

Prueba. Si a € U entonces CBR(U) > CBR(a). Por tanto CBR(a) < min{CBR(U) :
U abierto-cerrado y a € U}. Para establecer la otra desigualdad observemos que {a} es
cerrado y que CBR({a}) = CBR(a). Por la proposicién 19.17 hay un abierto cerrado U tal
que {a} CU y CBR(U) = CBR({a}). Obviamente a € U y CBR(a) = CBR(U).

Proposicién 19.20 Sea (X, 0) un espacio booleano y U C X un abierto-cerrado. Entonces
CBR(U) < o si y sdlo si no hay ningin drbol binario (Us : s € <¥2) formado por abierto-
cerrados no vacios Ugs C U tales que Uy = UgngUUg1.

Prueba. = Sea CBR(U) = a < co. Témese Us de rango minimo y de grado minimo en su
rango. Como el rango es < oo, aparece una contradiccion al observar que Uy = Ug~gUUg~1,
pues el rango de Uy~ vy Uy~ es el mismo que el de Ug, y el grado de Uy es la suma de los
grados de U,~g y Us~;. <= Como X es un conjunto, hay a con X(®) = X+ Entonces
CBR(V) = o0 & CBR(V) > a. Sea CBR(U) = co. Comenzamos con Uy = U. Supuesto
obtenido U, con CBR(U;) = oo, observamos que, como CBR(Us) > a + 1, podemos partir
Us en abierto-cerrados Ug~q, Ug~; de rango > «a. Entonces CBR(U~g) = CBR(Us~1) = oc.

Proposicion 19.21 En todo espacio booleano disperso el conjunto de los puntos aislados
es denso.

Prueba. Sea (X, o) un espacio booleano y supongamos que el conjunto de los puntos ais-
lados no es denso. Hay entonces un abierto no vacio O que no tiene puntos aislados. Si A es
cerrado y O C A, entonces también O C A’. Una induccién muestra entonces que O C X (%)
para cada o y por tanto que O C X (). En consecuencia X no es disperso.
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