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Introducciéon

La clasificacién médulo isomorfismo de los grupos abelianos es un objetivo ain no al-
canzado por los mateméticos, aunque se han logrado avances importantes en dicho campo
como la clasificaciéon de los grupos abelianos finitamente generados, los grupos divisibles y
los grupos abelianos enumerables de torsion; este tltimo resultado, obtenido por Ulm en la
primera mitad del siglo XX. Sin embargo, para la segunda mitad del siglo pasado se logra
una clasificacién elemental de los grupos abelianos.

Hacia finales de los cuarenta y comienzos de los cincuenta, Warszawa Szmielew se in-
teres6 en el problema concerniente a la decibilidad de la Teorfa de los Grupos Abelianos.
En 1955 publicé su articulo ”Elementary properties of Abelian Groups”, [S], en el cual con-
siguié con éxito dar una prueba de la decibilidad de la Teoria. Junto con esta respuesta,
dados los resultados que obtuvo en el camino, Szmielew logré también describir a partir de
algunas sentencias de la logica de primer orden, las distintas clases elementales de los Grupos
Abelianos; establecié una clasificaciéon, médulo equivalencia elemental, de dichos grupos.

Mas tarde, a comienzos de los anos setenta, Paul C. Eklof y Edward R. Fischer retomaron
los resultados de Szmielew desde un punto de vista de la Teoria de Modelos y en su articulo
”The Elementary Theory of Abelian Groups”, [EyF], presentaron nuevas pruebas para dichos
puntos entre otros. Su linea de trabajo se basé principalmente en el estudio de la estructura
(v la existencia) de los grupos abelianos saturados.

En este trabajo se intenta reproducir, de manera detallada y profunda, los resultados
relacionados con la clasificacion elemental de los grupos abelianos; consiguiendo entonces, una
descripcién de las extensiones completas de dicha Teoria. En la primera parte se presentan
e introducen, a modo de un recorrido no muy profundo, algunos resultados y conceptos
importantes de la Teoria de Grupos Abelianos, la Légica y la Teoria de Modelos, que se
utilizan a lo largo del escrito. Seguidamente, se presenta una prueba detallada del Teorema
de Clasificacion de Ulm motivada por la nocién del Back and Forth introducida en el capitulo
previo. En el tercer capitulo se clasifican elementalmente los grupos abelianos de torsién
siguiendo un camino sugerido por las nociones de la Loégica Infinitaria introducidas en los
preliminares y orientadas hacia este objetivo en [B]. Finalmente, en el cuarto capitulo se
llega al Teorema de Clasificacién elemental de los grupos abelianos en dos pasos siguiendo
de cerca el contenido de la seccién 1 de [EyF]. La primera seccién se enfoca en la prueba del
teorema que describe la estructura de los grupos abelianos s-saturados (k no enumerable)
en funcién de ciertos invariantes (Szmielew) definibles en la Légica de primer orden. En la
segunda seccion, sin usar la existencia de grupos abelianos saturados, se llega a la prueba del
Teorema principal haciendo antes un analisis muy 1til de ciertas subestructuras elementales
de los grupos abelianos x-saturados.



1 Preliminares

En este capitulo se hace un breve recuento de algunos resultados importantes para el
desarrollo posterior del escrito y que por su caracter més general se presentan en la seccién
preliminar. En la primera seccién se revisan los teoremas referentes a la Teoria de Grupos y
en la segunda los que conciernen a la Légica y la Teoria de Modelos.

1.1 Algunos resultados de la Teoria de Grupos Abelianos

Para la profundizacion en el material presentado en este apartado se recomienda revisar
las primeras secciones de [K].

Si cada elemento g de un grupo abeliano G tiene orden finito ny (n4 es el minimo entero
positivo tal que ngg = 0), se dice que G es un grupo de torsidn. Maés alld, si para cada
g € G, ng = p" donde p es un primo fijo y m algin entero positivo, se dice que G es un
D-grupo.

Teorema 1. Todo grupo abeliano de torsion G es isomorfo a la suma directa de sus p-
subgrupos.

Ahora bien, un grupo G se dice divisible si para cada g € G y cada n € Z*, existe un
gn € G tal que ng,, = g.

Ejemplo 2. El grupo aditivo de los racionales, (Q,+), es divisible.
Ejemplo 3. Para cada primo p, el p-grupo de Priifer Zy~ es divisible.

Teniendo los dos anteriores ejemplos se puede enunciar el Teorema que clasifica los grupos
divisibles médulo isomorfismo.

Teorema 4. Todo grupo abeliano divisible es isomorfo a una suma directa de grupos donde
cada uno de ellos es isomorfo a Q 0 a Zy~ (para varios primos p)

Es facil ver que cada grupo abeliano G posee un tnico subgrupo divisible maximal. Esto
se logra simplemente considerando la unién M, no vacia (pues {0} < G es divisible), de todos
los subgrupos divisibles de G, y verificando que efectivamente M es un subgrupo divisible
de G ya que todo elemento m € M se escribe como la suma finita m = x; + ... + z, donde
cada x; pertenece a algin subgrupo divisible de G. Como cada z; es divisible por todo n,
entonces su suma, m, también lo es. Los siguientes Teoremas exhiben la importancia del
subgrupo divisible maximal para entender la estructura de un grupo abeliano.

Teorema 5. Todo subgrupo divisible D de un grupo abeliano G es un sumando directo.

Teorema 6. Todo grupo abeliano G tiene un unico subgrupo divisible mazimal M, y G =
M @® N donde N no tiene subgrupos divisibles no triviales (es reducido).

Finalmente, un subgrupo S de un grupo abeliano G se dice puro en G, si para todo entero
positivo n se cumple que nG NS = nS. Noétese que todo subgrupo divisibe D de un grupo
abeliano G, es un subgrupo puro.

1.2 Algunos resultados de la Légica y la Teoria de Modelos

Para la profundizacion en el material presentado en este apartado se recomienda revisar
[B] y los capitulos 2 y 3 de [CyK].



1.2.1 Estructuras parcialmente isomorfas

Considérense dos estructuras 2 y B del mismo tipo. Sea Z un conjunto no vacio de
isomorfismos entre subestructuras de 2 y 8. Se dice que 7 tiene la propiedad del Back and
Forth si para cada f € Ty a € A (resp. b € B), existe un g € 7 que extiende a f y tal que
a € dom(g) (resp. b € rng(g)).

Se dice que 2 y B son parcialmente isomorfas, 2 2, B, si existe un conjunto de isomor-
fismos parciales Z entre 2 y 8 con la propiedad del Back and Forth.

El siguiente Teorema muestra el alcance de la nociéon anteriormente introducida cuando
se trata de estructuras enumerables. Es de gran utilidad para la prueba del Teorema de Ulm
en el siguiente capitulo.

Teorema 7. Si dos estructuras 2 y B del mismo tipo son enumerables (o enumerablemente
generadas), entonces A =B ssi A =, B.

1.2.2 Equivalencia elemental y subestructuras elementales

Dadas dos estructuras 2 y 9 asociadas al lenguaje £, se dice que 21 y B son elemental-
mente equivalentes, A = B |, ssi satisfacen las mismas sentencias sobre £ (Th(2) = Th(B)).

El siguiente teorema muestra como los productos preservan la equivalencia elemental. Es
de gran importancia para la clasificacién elemental de los grupos abelianos de torsién en el
tercer capitulo.

Teorema 8. (Feferman-Vaught) Si I es un conjunto no vacio y (U;)icr v (Bi)ier son
dos familias de estructuras asociadas a un lenguaje L tales que para cada i € I, UA; = By,
entonces [ 2A; = [ Bs.
i€l i€l

A es subestructura elemental de B, A< B , ssi ACB (A es submodelo deB ) y para
cada férmula ¢ sobre £ con variables libres x1,xs,...,z, y cada ai,as,...,a, € A, se tiene
que

AE dla, as,...,a,] ssi B E dlay,ag, ..., a,]

Lema 9. (Tarski) A < B siy sdlo si A CB y para cada formula Ixd(z, x1, ..., 2,) con
variables libres ©1, %2, ..., Tn Yy cada a1,az,...,an, € A, se tiene que si B F Jxdlay, az, ..., an),
entonces existe un a € A tal que B E ¢la, a1, as, ..., ay]

Corolario 10. Sean A y B dos estructuras asociadas al lenguaje L£ . Si para cada
ai,as,...,an, € A y b € B, existe un automorfismo f de B tal que f(a;) =a; i=1,...,ny
tal que f(b) € A, entonces A < B .

Demostracion. Sea Jxd(x, 21, ..., ;) una férmula con variables libres x1, zs, ..., z,,. Supénga-
se que B E Jxglai, az,...,a,]. Sea b € B tal que B F ¢[b, a1, as,...,a,]. Por hipdtesis, existe
un automorfismo f de B tal que f(a;) =a; i =1,....,ny tal que f(b) =a € A. Nétese que

B E Jzdlay, ag, ..., an] = B E ¢[b,a1,as,...,a,]
= BE[f(b), f(ar), f(az), ... flan)]
= B E dla,a1,az,...,ay)
Por el lema de Tarski, 2 <5 . O
Una cadena elemental es una cadena de estructuras asociadas a un lenguaje £
Ao <A < ... <Az < .., 8 < a (« un ordinal)
tal que A, < g, siempre que v < 8 < a.

Teorema 11. Sea ™U¢, & < «, una cadena elemental de estructuras. Entonces e < |J Ue
{<a
para todo £ < .



1.2.3 Légica Infinitaria

Si £ es un lenguaje usado en la logica de primer orden, Lo, consiste en aumentar £
anadiendo variables v, para cada ordinal a. La clase de formulas sobre L., es la clase mas
pequena Y que contiene a las férmulas atémicas sobre £ y es cerrada bajo:

a) Si ¢ €Y, entonces (—¢) € Y.
b) Si ¢ €Y, entonces (Vva¢) v (Jua¢d) pertenecen a Y.

¢) Si @ es un subconjunto de Y, finito o infinito, entonces la conjuncién A® y la disyuncién
V® pertenecen a Y.

Ejemplo 12. Si G es un grupo abeliano y L es el lenguaje para la Teoria de Grupos Abelianos
con un simbolo de funcion binaria + y un simbolo de constante 0, entonces G es de torsion
ssi G es un modelo de la sentencia sobre Lo,

Y \/(nac:()), donde nx =x +x + ...+ (n veces)

n<w

Una medida importante de la complejidad de una férmula de L., es su rango cuantifi-
cacional. Si ¢ es una férmula sobre Lo, €l Tango cuantificacional de ¢, gr(¢), es un ordinal
y estd definido por induccién en la complejidad de la férmula, asi:

qr(¢) 0, si ¢ es atémica
qr(=¢) = qr()
qr(Voa¢) = qr(Fvad) = qr(o) +1
qr(V®) = qr(A®) =sup{qr(¢): ¢ € @}

Dadas dos estructuras 2 y B para el lenguaje £, se escribe
A =cow B,
si % y B son modelos de las mismas sentencias sobre L.,,,. Para un ordinal «, se escribe

A=5 B,
si para cada sentencia ¢ sobre L, tal que gr(¢) < a, se tiene que A F ¢ ssi B E ¢. Puede
mostrarse que dadas dos estructuras A y B para el lenguaje £, A =B ssi A =4 ‘B.

Un importante Teorema que establece el vinculo entre la nocién de estructuras parcial-

mente isomorfas (=,) y equivalentes en Looy, (=cow) €s el Teorema de Karp, probado por
primera vez en Finite quatifier equivalence, The Theory of Models (1965).

Teorema 13. (Karp). Dadas dos estructuras 2 y B para el lenguaje L, las siguientes son
equivalentes:

a) A =0 B
b) A=, B

¢) Existe un conjunto I de isomorfismos parciales entre A y B con la propiedad del Back
and Forth tal que todo f € T tiene dominio y rango finitamente generado.

En el tercer capitulo se utilizan fuertemente dos resultados importantes que involucran de
nuevo las nociones introducidas en este apartado.



1.2.4 Estructuras k-saturadas

Dada 2 una estructura asociada a un lenguaje £ y un subconjunto X C A, se escribe A x
para referirse a la estructura 2 distinguiendo los elementos de X. Su lenguaje asociado, Lx,
tiene nombres para cada uno de estos elementos. Se dice que % es k-saturada si para todo
subconjunto X C A tal que | X| < & se tiene que todo conjunto de férmulas I'(z) sobre Lx
consistente con Th(2x) es realizado en Ax.

El siguiente lema se utuliza frecuentemente en las demostraciones de la primera seccién
del capitulo cuarto; es por eso que se enuncia para estructuras wi-saturadas, protagonistas
en dicha parte del trabajo.

Lema 14. Sea 2 una estructura wy-saturada. Para todo subconjunto enumerable X C A, cada
tipo T'(x1,29,..) sobre Lx con enumerables variables consistente con Th(Ax) es realizado
en Ax.

Demostracion. Sea I'(x1,z2,...) un tipo sobre Lx consistente con Th(2x). Se construird el
subconjunto enumerable a1, as,... C A que realiza I' en 2 x recursivamente. Para encontrar
el primer elemento,

i) Primer paso. Sea I'' (1) = {Jxoxs...x, Y(21,...) : v € T'}, donde n, = méx{e : 2, aparece
libre en v} . Es facil verificar que I'* (1) es consistente con Th(2x ), con lo cual, por hipétesis
de wy-saturacion, existe a; € A tal que Ax F I'(aq). Asi, a; es entonces el primer elemento
del subconjunto enumerable que se quiere construir.

Para elegir el n-ésimo elemento,

ii) n-ésimo paso. Sea I'(a1,az,...,an—1,Tn) = {ITni1...Tpn, v(a1,02, ..., 00 1,Tn,...)

v € T}, donde aj,as,...,a,—1 son los elementos ya encontrados. Considérese X" =
X U {ay,a2,...,an_1}. Nétese que X™ es aun enumerable. Es fécil ver también que
I'"(ay,as,...,an_1,%,) es consistente con Th(Ax»), con lo cual, por hipdtesis de w-
saturacidn, existe a, € A tal que Axn F I'"(a,). Esto quiere decir que aj,as,...,an—1,an
realiza " (aq, as, ..., ap—1,%,) en Ax.

Queda entonces construido el subconjunto deseado. O

Los dos siguientes lemas son de gran importancia para los resultados obtenidos en la
segunda seccién del cuarto capitulo.

Lema 15. Para todo modelo A de una teoria sobre algin lenguaje L , existe una extension
elemental A"~ A tal que para todo subconjunto enumerable X C A y todo 1-tipo completo con
pardmetros en X consistente con Th(Ax), I'x(x), existe un ' € A tal que A E I'x(d).

Demostracion. Sea {X;},.; la familia de todos los subconjuntos enumerables de A. Para cada

iel
i € I, considérese {I’J)é (a?)} L la familia de todos los 1-tipos completos con pardmetros
¢ Ji€Ji .

en X; consistentes con Th(%x,) (es importante notar que Th(2x,) C T'% (x) para todo
ji S Ji). ] _

Ahora bien, para cada F])Q (x) considérese un simbolo de constante ¢} que no estd en L4 y
tal que ¢’ # 02’“ si i # k o j # . Definase entonces los siguientes conjuntos de sentencias

v icl

sobre el nuevo lenguaje £L'= L4 U {07
Ji€Ji

I% () = {o(d) s ol2) € T% (@)}

idé ; _ Ji ji £ Ji ji :
y considérense entonces la teoria T' = UI I'% (c}'). Nétese que cada I'y (c]*) es consistente
i€
Ji€Ji

(por la consistencia de FJX (z)). Al unir finitos de estos para un X; fijo, se obtiene de igual



manera una teorfa consistente ya que Th(x,) C FJX (c{) para cualquier j;'. Anilogamente,
al unir dos de estos tipos con parametros en X; y X, respectivamente, se obtiene de nuevo
una teorfa consistente debido a que Th(™x,nx,) C Fgéi (c]') para i = 1,2. Por compacidad,
T es una teorfa consistente y tiene entonces un modelo 2U.

Cada elemento de A estd identificado con una constante distinta de £, que a su vez denota
un elemento distinto de A. Ademaés nétese que

Th(a) C | JThRAx,) C | JT%, () C T,

con lo cual A" E Th(™Ux), y entonces A < A'. Claramente 2’ realiza cada uno de los tipos
I'% (z) (su respectivo ¢]' lo hace). Se tiene entonces lo deseado. O

Lema 16. Para cualquier par de modelos A y B de la misma teoria sobre un lenguaje L,
existe un par de extensiones elementales wy-saturadas A*>= A, B*= B tales que |A*| = [B*|.

Demostracion. Se construiran dos cadenas elementales A = g < Ay < ... < Ay < ...,
B = By < By < ... < B, < .. simultdneamente e inductivamente sobre los ordinales
enumerables, asi:

1.Qh)::ﬂ ySBOZZQi

2. Paraa=p0+1,a<w, YAy = Qlﬁ y Bo= %’ﬁ; donde Qlﬁ y ‘Bb se logran de la manera
descrita en el lema 15.

3. Para @ < w; un ordinal limite, A, = |J Az y By = U Bs.
f<a B<a

A* = A, es wi-saturada. Sea X C A* un subconjunto enumerable de pardmetros. Por
construccién, X C A, para algin o < w;. Nétese que, también por construccién, g1
realiza todos los 1-tipos con parametros en X y por lo tanto 2A* también los realiza.

Andlogamente B* = B, es también una estructura w;-saturada. Por el Teorema de Cadenas
Elementales (teorema 11), 2A*>~ 20 y B*> B . Se tiene entonces lo deseado. O

TAqui es i i dicci ir de d i 1

qui es importante notar que si surge una contradiccion a partir de dos sentencias en las que aparecen
dos constantes distintas, entonces surge una contradicciéon a partir de dos sentencias que no las mencionan.
Por ser estos tipos consistentes con Th(Ax, ), tal contradiccién no puede surgir.



2 Teorema de Ulm

En este capitulo se demuestra el Teorema de Ulm, que clasifica, médulo isomorfismo, los
grupos abelianos enumerables de torsion. La demostracion que aqui se presenta sigue la linea
propuesta en la seccién 11 de [K] aunque hace evidente la motivacién que sugiere la nocién
de estructuras parcialmente isomorfas presentada en el capitulo anterior.

Teorema 17. (Ulm) Dos grupos de torsidn enumerables con los mismos invariantes de
Ulm, son isomorfos.

Antes de dar una prueba, algunas definiciones y observaciones.

1. Nétese que por el teorema 1 es suficiente probar la afirmacién del teorema para p-grupos.

2. También es importante notar que basta considerar p-grupos reducidos (sin subgrupos
divisibles no triviales) ya que la estructura de los grupos divisibles estd caracterizada
por el teorema 4 y se tiene ademas que todo grupo abeliano se puede ver como la suma
directa de su subgrupo divisible maximal y un subgrupo reducido (teorema 6).

3. Durante este capitulo, G sera entonces un p-grupo abeliano reducido enumerable de
torsién.

Pues bien, considérese la siguiente sucesion transfinita de subgrupos de GG, donde « es un
ordinal:

N p°G, si a es un ordinal limite

p(pPG), si a=p+1
PG =
B<a

Nétese que asi se tiene una cadena descendente de subgrupos de G que se estabiliza en
cierto ordinal minimo A (pues toda cadena descendente de cardinales es estacionaria), la
longitud de G.

G>pG>..>pG=p"a

Ahora considérense los subgrupos de G dados por:

p®Glp] = PNp*G, donde P ={gcG:pg=0}

De nuevo se tiene una cadena descendente estacionaria de subgrupos
pGlp] > p*Glp] > ... > p*G[p] = P G[p]

Nétese que cada uno de los cocientes (p*G|[p]/p*TG|p]) puede verse como un espacio vectorial
sobre Z,, y por lo tanto tendrdn una respectiva dimensién vistos como tal. Se llamara el
a—ésimo invariante de Ulm a la dimensién de (p®*G[p]/p*+1G[p]). Es decir, el conjunto de
los invariantes de Ulm de G puede verse como el rango de la funcién

f : Ordinales — Cardinales

a +— dim (p*Glp]/p**'Glp])

Definicién 18. Se dice que g € G tiene altura « si g € p*G pero g ¢ p*t1G. Se denota
h(g) a la altura de g.

Nétese que todo elemento g de G tiene altura por lo menos nula ya que g € p°G = G.
En el caso de la identidad, como 0 € p®G para todo ordinal «, se escribe h(0) = oo, con la
convencién de que oo es mayor que cualquier ordinal, y se dice que tiene altura infinita. Con
esta definicion de altura es facil verificar que se cumplen las siguientes:
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1. h(z) < h(y) = h(z+y) = h(z)
2. h(z) =h(y) = h(z +y) > h(x)
3. ©# 0= h(pz) > h(x)

Definicién 19. Sea S < G y g € G. Se dice que g es propio con respecto a S si h(g) >
h(g+ s), para todo s € S; es decir, si g tiene altura mazimal en g+ S.

Antes de formular un lema importante para la demostracién del teorema, se consideraran
algunos grupos y un isomorfismo entre ellos.
Sea 5% = S, Np ' (p*T2G), donde S, = SNp*G y p~t(p*T2G) = {g € G : pg € p*T2G}.
(observacion: p*t1G C p~H(p*t2Q)).
Nétese que si z € S, entonces pr € p*T2G, y por tanto existe un y € p**1G tal que pr = py.
Ademd4s para cualquier z € p*T1G[p] se tiene que p(y + z) = py + pz = py = px, es decir, tal
elemento y estd bien definido médulo p**1G|p).
Pues bien, nétese que (z—y) € P (pues p(x—y) = 0) y que (x—y) € p*G (pues x € S¥ C p*G
,y € p*TLG C p®G ), con lo cual se tiene que (z —y) € p*Glp] .
Considérese entonces la funcion

U:Ss, — p*Glp)/p*TGlp]
z — (z-y)+p*T'Glpl

Su buena definicién se tiene de la buena definicién de y mdédulo P,41, y es relativamente
sencillo ver que se trata de un homomorfismo.
Dado que (z —y) € p*G[p] , x € Sf y y € p*T1G, nétese que:

Ux) =0 ssi (r—y) € p* T Gp]
ssi (x—y)€Py(x—y) cpa
ssi x€ptG

ssi 1 € Sqi1

con lo cual se tiene que Ker(U) = S,41, y por tanto que (S%/Sq11) = Im(U).
Teniendo estos elementos, se puede enunciar el Lema.

Lema 20. Siendo U el homomorfismo anteriormente definido, las siguientes son equivalen-
tes:

a) El rango de U no es todo p“G[p]/p*T1Gp]

b) Existe x € p*G|p] con altura « propio con respecto a S.

Demostracién. a) = b). Sea v € p®G[p| tq. (v + p*™1G[p]) ¢ rng(U). Es claro que v no
estd en p*TLG[p] pues si estuviera, (v + p*TGlp]) = p*T1G[p] € rng(U). Asi, se tiene que
h(v) = «. Falta mostrar que v es propio con respecto a S. Supdéngase que no; en tal caso
existirfa un s € S tal que h(s —v) > a, con lo cual (s —v) € p**1G y (s — v) = pt para
alglin t € p®G. Asi, ps — pv = ps = p?t, es decir, s € p~1(p®T2G); y como s € S, (pues
(s —wv),v € p*G), se tiene entonces que s € S%. Ahora bien, aplicando U se tiene que
U(s) = (s —pt) +p*TLG[p] = v + p*+1G[p], lo cual es una contradiccién ya que por hipdtesis
(v +p™*'Glp)) ¢ rrg(U).

b) = a). Sea v € p*G[p| tal que h(v) = « y es propio con respecto a S. Supdéngase que
(v + p**t1Gp]) € rng(U). De esta forma, existirfa un z € S* y un y € p**1G tales que
pr = pyy (v —y) +p*TG[p] = v + p*TIG[p]. Asi, existrirfa un w € p**T1G[p] tal que
(r —y) = (v+w), con lo que h(x —v) = h(w +y) > a (pues w € p**T1G[p|, y € p**T1G). Lo
anterior contradice el hecho de que v fuera propio con respecto a S. O
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Ahora bien, con los elementos y observaciones anteriores, se puede reenunciar el Teorema
de Ulm de la siguiente manera:

Teorema 21. Dos p-grupos enumerables reducidos G y H con los mismos invariantes de
Ulm, son isomorfos .

Demostracion. El objetivo de la demostracién es encontrar un conjunto de isomorfismos
parciales entre G y H con la propiedad de Back and Forth. Con la enumerabilidad de ambas
estructuras, por el teorema 7 quedaria completa la prueba.

Considérese 7 el conjunto de isomorfismos entre subgrupos finitamente generados (subgrupos
finitos en este caso) de G y H que preservan alturas. Z es no vacio ya que f: 0¢ — 0y € T
. Pues bien, sean S y T dos subgrupos finitos de G y H respectivamente y tales que existe un
VeZ, V:S—T. Seax; € G—S. Nétese que como G es de torsién, existe un n € Z™T tal
que p"z1 € S pero p"~lzy ¢ S. Pues bien, sea w3 = p"~lx; y sea x € (z2 + S) (ndtese que
x+S=x2+S,2¢SypxresS)tal que h(x) > h(x+s) Vs € Sy tal que si h(z) = h(z+ ),
entonces h(px) > h(pz+ps). Sea h(x) = ay V(pz) = z. De esta manera el objetivo se reduce
a encontrar un w € H — T propio con respecto a T tal que h(w) = a y pw = z. Teniendo este
elemento, se extiende V al isomorfismo parcial V/ € T , V' :< S,z >—< T,w > definido
ast: V'(axz + s) = aw + V(s) (donde 0 < a < p, s € S)? . Es importante notar que el
elemento inicialmente escogido = serd capturado en finitos pasos por la subestructura que
se estd extendiendo (simplemente al aplicar sucesivamente el procedimiento de extension, se
escoge como 5 el primero de derecha a izquierda de los elementos x1, pr1, p?z1,..p 21 que
no pertenezca ain a la subestructura); esto garantiza la propiedad del Back and Forth para
7. Asi, el objetivo se limitara a encontrar dicho w.

caso 1) h(z) = a+ 1.

En este caso, como h(0) > a + 1, entonces z # 0 = px # 0.Sea w € p*H tal que pw = z
(existe pues z € p*T1H ). Nétese que h(w) > o (pues w € p*H) y h(w) < a (pues h(w) <
h(pw) = h(z) = a + 1 por hipétesis). De esta forma, h(w) = «. Ahora bien, w ¢ T, pues
siw € T, entonces w = V(y) para algin y € S. Asi, h(z — y) = a (porque z es propio con
respecto a Sy h(y) = h(w) = ), pw = z = pV(y) = V(py) = V(pz) y entonces py = px; con
lo cual h(px —py) = h(0) > a+1 = h(pz), y se tendria una contradiccién con la hipétesis de
maximalidad de h(px). Sélo falta mostrar que w es propio con respecto a T'. Supéngase que
no lo es. Entonces existirfa un ¢ € T tal que h(w +1t) > a+ 1. Sea s € S tal que V(s) = t.
Como w ¢ T, w+1t # 0, y entonces h(pw + pt) = h(pz + ps) > a + 2, lo cual contradice de
nuevo la maximalidad de h(pz), pues h(xz + s) = a (ndtese que (h(w+1t) > a+1) A (h(w) =
a)=ht)>a+1=h(s)>a+1=h(z+s)=a)y h(pr+ps) >a+1=h(pz).

caso 2) h(z) > o+ 1.

En este caso, h(pr) > a + 1 y entonces pr € p*+2G. Asi, pr = py para algin y € p**!G.
Nétese que p(z —y) =0, h(z) = ay y € p®T1G, con lo cual (z —y) € p*Glp] y h(z —y) =
h(z) = a. Al ser x propio con respecto a S, (z — y) también lo es. Pues bien, aplicando el
lema anterior, se tiene que:

dim (5% /Sa11) < dim (p*Glp]/p* ' Gp]) = * dim (p™ H[p] /p* " Hp])

2Nétese que todo elemento en < S,z > (el minimo subgrupo de G que contiene a S y z) se ecribe de
manera Unica como ax + s para algin 0 < a < p y algin s € S. Para ver esto supéngase que a1z + s1 =
asx + s2 donde 0 < a1 # az < p ; esto implica que (a1 — a2)x = (s2 — s1) € S. Como ((a1 — a2),p) = 1,
entonces z1(a; — az) + z2p = 1 para algunos z1,22 € Z, con lo cual, multiplicando por z, se tiene que
z1((a1 — a2)x) + z2(px) = z. Como pz € S por hipdtesis, se tiene entonces que z € S, pero esto contradice
la eleccién de x. Queda entonces verificada la buena definicién de V.

Para ver que V'’ € Z basta ver que preserva alturas. Sea ax +s €< S,z >; debido a que V € Z, x es propio
con respecto a Sy w es propio con respecto a T,
i) si h(s) = h(V(s)) < h(z) = h(w), entonces h(az + s) = h(s) = h(V(s)) = h(aw + V(s)) = h(V’'(az + s))
ii) si h(s) = h(V(s)) > h(z) = h(w), entonces h(z) = h(w) < h(az + s), h(aw + V(s)) < h(xz) = h(w), con lo
cual h(az + s) = h(aw + V(s)) = h(V'(azx + s)).
Lo anterior garantiza que V'’ preserva alturas.
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Y teniendo en cuenta que V' conserva las alturas de los elementos,
dim (T /Tos1) = dim (S,/Sar) < dim (p*H[p] /p** H[p])

Aplicando una vez més el lema, existe un elemento wy; € p®H|p| tal que h(w) = a y es
propio con respecto a T. Como h(z) > « + 1 por hipétesis, entonces existe wy € p*T1H tal
que pwe = z. Ahora bien, considérese el elemento w = wy + wy. Nétese que:

L. h(w) = h(w1) = o, pues h(ws) > a+ 1
2. pw:p(w1+w2):O+Z=Z

3. w es propio con respecto a T'. Pues si no lo fuera, existirfa un t € T tal que h(w+t) > a,
es decir, h(ws + (w1 +t)) = h(w; +t) > a, lo cual contradice el hecho de que w; es
propio con respecto a T.

Tal w es el elemento deseado. O

3Es importante notar que justo en este punto es donde se utiliza la hipStesis de que G y H tienen los
mismos invariantes de Ulm. Nétese que la desigualdad estricta vale ya que al ser S finito, dim(S}% /Sa+1) es
finita.
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3 Clasificacion elemental de los grupos abelianos de tor-
sién

En este capitulo se enuncia y demuestra un Teorema que clasifica, médulo equivalencia
elemental, los grupos abelianos de torsiéon. Se sigue una linea motivada por la seccién 6 de
[K] basdndose en los conceptos introducidos en la seccién de Légica Infinitaria del primer
capitulo.

El siguiente teorema es una formulacién més fina del teorema de Karp (teorema 13 ) que
establece una caracterizacién de la nocién =&, para un ordinal o en términos de propiedades
de Back and Forth y que es de gran utilidad para la demostracién del teorema de clasificacién
para los grupos abelianos de torsién.

Teorema 22. Para cualquier par de estructuras 2 y B asociadas al lenguaje L y para
cualquier ordinal o, las siguientes son equivalentes:

1.A=5 B

— oow

2. FEuxiste una sucesion
In2>25L2..212...21,,

donde, para cada § < o, Iz es un conjunto no vacio de isomorfismos parciales entre
subestructuras finitamente generadas de A y B, y tales que si B+ 1 < oy f € Ig4,
entonces para cada a € A (b € B) existe un g € Ig con f C g y a € dom(g) (resp.
b e rng(g)).

Siendo G un p-grupo abeliano de torsién y Ug(«) su a-ésimo invariante de Ulm, se define

X _( Ug(a) siUg(a) es finito
Ug(a) = ( oo de lo contrario

Con los comentarios hechos en la seccién de Logica Infinitaria y teniendo en cuenta el teorema
1 y el Teorema de Feferman y Vaught (teorema 8), puede enunciarse entonces el teorema de
clasificacién de la siguiente manera.

Teorema 23. (Clasificacion elemental de los Grupos Abelianos de Torsién) Sean G y H dos
p-grupos abelianos. Ug (o)) = Uy (a) para todo o < w? si y sélamente si G H.

—w
T oow

Demostracion. Supéngase que ﬁg(a) = UH(a) para todo o < w?. Sea I3, 8 < w, el conjunto
de isomorfismos parciales entre subestructuras finitamente generadas de G y H (subgrupos
finitos) que preservan las alturas estrictamente menores que w@. Es decir, f € I ssi fes un
isomorfismo entre un subgrupo finito S de G y un subgrupo finito T" de H tal que para todo
T € 5, se tiene que:

ha(x) < wB= hg(x)=hu(f(z)),y
ho(z) > wh= h(f(2) > wf

Nétese que con el teorema anterior, basta mostrar que si 8 +1 < o, f € Igy1 ya € G
(b € H), entonces existe un g € Iz tal que f C gy a € dom(g) (resp. b € rng(g)). Esta
prueba estd detalladamente escrita en [B] (teorema 5) y utiliza basicamente los conceptos
tratados en la prueba del Teorema de Ulm.

Ahora bien, supéngase que G =%, H. Considérense las siguientes formulas en Lo, :
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1. ¢n(x) := Jy(P" -y = ) A =~(x = 0), para cada n. Nétese que esta férmula expresa
"x € p"G” y su rango cuantificacional es gr(¢,(z)) = 1.

2. Pyin(z) == Ty ( N dn(y) A (P" -y = x)) Esta férmula expresa "z € p“t"G” y su

n<w
rango cuantificacional es gr(dyn(x)) = 2.

Pues bien, nétese que cualquier ordinal x, w < k < w? puede escribirse de la forma x =
nw+m, donde n,m € Ny n > 1. Asi, teniendo las anteriores, se puede definir recursivamente
la férmula

¢m(x) o= Hy((bnw (y) A (pm Y = I)), donde
d’nw(x) L= /\ ¢(n—1)w+l (nétese que qr(¢n,w(x)) == TL)
I<w

Nétese que la fémula ¢ (x) expresa 7z € p"G”y tiene rango cuantificacional gr(¢.(x)) =
n+1.
Considérese ahora la férmula

Opn = 3x1..32, (Pu(T1) A Ad(zpn) A(p-21 =0)... A(p-zp = 0)A

< /\ —\¢5K+1(0'($1, ceuy J,‘n))> )
oeXn*

donde ¥™* es el conjunto de las (p™ — 1) posibles combinaciones lineales no nulas de los
elementos 1, ..., T, vistos como elementos de un espacio vectorial sobre Z,.
De esta forma, la sentencia 0, ,, (k < w?) expresa “ezisten n elementos en p*G[p| inde-
pendientes mdédulo p*T1G[p]” y tiene rango cuantificacional qr(6, ) = qr(¢x(z)) +n < w.
Ahora bien, la sentencia
ﬂr;,n =0k A _‘an,n+1

expresa ” Ug(ﬁ) = n” y su rango cuatificacional es ¢r(fx.n) = ¢r(0xnt+1) < w, es decir,
Ben € LY,

Finalmente, para expresar en L% el hecho "Ug(k) = o0”, basta considerar la teorfa

enumerable T,, C Sent(L%, ) dada por

T, ={0xn:n€w}

Por hipétesis se tiene que
GEBsn ssi HEBwn ¥
GET, ssi HET, |,

con lo cual Ug(a) = Uy () para todo o < w? como se deseaba. O
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4 Clasificacién elemental de los grupos abelianos

En este capitulo se dard una prueba al teorema principal de este escrito que clasifica,
modulo equivalencia elemental, los grupos abelianos. La linea de estudio que se sigue es la
presentada en la seccién 1 de [EyF]. Un primer paso consiste en caracterizar la estructura
de los grupos abelianos k-saturados para algin cardinal k, es decir, aquellos grupos que
satisfacen todos los tipos en menos que x variables consistentes sobre cualquier subconjunto
de parametros de tamano menor que k. Este paso se desarrolla en la primera seccion y
su importancia radica en que dicha estructura queda determinada por algunos invariantes
que son definibles en la l6gica de primer orden por sentencias o conjuntos enumerables de
sentencias. Una vez mostrado entonces el teorema que describe la estructura de los grupos
k-saturados modulo isomorfismo, se llega al teroema de clasificacién elemental de los grupos
abelianos en la segunda seccién por un camino basado en resultados de la Teoria de Modelos.

4.1 La estructura de los Grupos Abelianos w;-saturados

Inicialmente se estudiard la estructura de unos grupos conocidos como wi-ecuacionalmente
compactos.

Definicion 24. Un grupo G se dice wy-ecuacionalmente compacto si cualquier sistema enu-
merable de ecuaciones (en cualquier nimero de incdgnitas) con pardmetros de G que sea
finitamente soluble en G, es soluble en G.

Nétese que si un grupo abeliano G es k-saturado con x un cardinal no enumerable, G
es w1 -ecuacionalmente compacto. Estos grupos son también conocidos como algebrdicamente
compactos (Teorema 38.1 en [F]). G es algebrdicamente compacto si es un sumando directo
de todo grupo que lo contiene como un subgrupo puro. Asi, por el Teorema 5, todo grupo
divisible es w1 -ecuacionalmente compacto.

Lema 25. Sea G un grupo wi-ecuacionalemente compacto. Sea Ggq su subgrupo divisible
mazimal y D el conjunto de todos los elementos de G que son divisibles por cualquier entero
#0. FEntonces Gg=D.

Demostracion. Claramente D es un subgrupo de G y G4 < D. Sélo basta mostrar que
D es divisible. Pues bien, sea ¢ € D y n € N*. Considérese el sistema de ecuaciones
S ={my, =z :m € N}U{nz = g}. Es finitamente soluble. Sea S, = {m;ym, =z :i =
1,2,...,1} U{nz = g} un subsistema finito de S ; por hipétesis nmims...m;z = g para algin
z € G, asi que considerando z = mymsy...m;z se tiene lo deseado. O

Ahora considérese G, el subgrupo reducido de G tal que G = G, ® G4. Para cada primo

p se define una ”semi-norma” | |p en G, asi: |g|p =p " si p" divide a g pero p"*! no; y

lg| = 0si p™ divide a g para todo n € N. Con estas semi-normas, se define [g| = 3 [g[, 27Pque
P

cumple:

1. |g/=0<¢g=0. Silg|=0, |g\p = 0 para todo primo p, con lo cual g es divisible por
todo n € N; es decir, g € G, NGy = {0}.

2. g1+ 92| < |g1] + |g2|. Maés ain, |g1 + go| < méx{|g1],|g2|}. Nbtese que para todo
primo p se tiene que:

(a) Si g1, > lg2|, entonces [g1+go, = g1, con lo cual [g1+g2|, <
max{|g1], ,|g2],}. Andlogamente si [g1], < [g2],-
(b) Si lgil, = |2l emtonces |gy+gal, < lgil,, con lo cual |gy +gal, <

mé‘x{lgl |p ? |92|p}
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3. gl = |—ygl, claramente.

Asi, | | define una norma para los elementos de G, y por lo tanto induce una métrica
dada por d(g1,92) = |g1 — g2|- El siguiente lema muestra que toda sucesién de Cauchy con
respecto a | | converge en G,..

Lema 26. G, es completo bajo la métrica inducida por | |.

Demostracion. Basta mostrar que toda sucesién de Cauchy con respecto a | | p converge para

todo primo p . Pues bien, sea {g, }n<. una sucesién de Cauchy en G, (es decir, para cada
r > 0y cada primo p existe un N, , tal que si n,m > Ny, |gn — gm| < p~"). Se quiere
encontrar un z tal que para cada primo p y cada r > 0, |g, — x| < p~" para todo n > N, ,,
es decir, un z tal que (g, — x) sea divisible por p"*!. Nétese que basta encontrar un z
tal que IQNW — x’ < p~"; pues como |gn — 9N, .| < p~" para todo n > Ny, se tiene que
(n —9n,.) = Py (9n,, —z) = p" 2y para algunos zj, 2z € G,. Esto implica que
(gn — ) = p"T1(21 + 22) como se quiere. Considérese entonces el sistema de ecuaciones S =
{p"ypr = gn,, —x :p primo,r € N*}. Sea S, = {p* 'y, ., = gN,, ., — 2 i=1,2,..,n}
un subsistema finito de S. Sea M = max{N,,,, : ¢ = 1,...,n}. Nétese que g es tal que
itz = gN,, ., —9m (i =1,..,n) para algunos zp, ,, € G, con lo cual S es finftamente
soluble en G,. Por hipétesis (G es w;-ecuacionalmente compacto), S es soluble en G (las
soluciones estardn en G,) y G, es entonces completo. O

Considérese ahora el subconjunto Gp compuesto por los elementos de G- que son divisibles
por todos los enteros que son primos relativos a p, es decir, ép ={g€eqG,: |g|q = 0 para todo
primo g # p}. Sea g € G, y ¢ # p un primo. Considérese el sistema S = {g;y; = = : ¢; € Pr,
qi # pt U {gx = g}. Por un argumento andlogo al utilizado en la prueba del primer lema,
S es finitamente soluble en Gp y por lo tanto soluble en @p (pues G es wi-ecuacionalmente
compacto). De esta forma, G, puede verse como un Zp,-médulo (Z, = {2 : (n,p) = 1}).
La topologia inducida por | |, en G, se llama la topologia p-ddica, y los submédulos p" G,
(los elementos divisibles por p, es decir, los que estdn a una p-distancia menor que p*("’l))
forman un sistema de vecindades de 0. Nétese también que en Gp, | | p €5 una norma, pues

sig € Gy, |g], =2"|gl.
Proposicion 27. Gp es cerrado en G, y por lo tanto completo en su métrica p-ddica.

Demostracion. Sea x € G, un punto limite de ép. Entonces para todo r > 0 y para todo
primo ¢, existe un g € Gp tal que |z — g|, < t7". Nétese que para todo primo ¢ # p se cumple
x|, — lgl, < |z —gl, < |z], +1gl,; pero |g], =0 ya que g € G}. Asf que |z|, < ¢~" para todo
r > 0y todo primo ¢ # p; es decir, |£E|q = 0. Esto implica que = € @p v que Gp es cerrado
al contener sus puntos limites. O

Lema 28. Sea G wi-ecuacionalmente compacto. Para cualquier primo p y cualquier g € G,
existe un tnico g, € Gy tal que |g — gp|, = 0.

AN ; Pipr_Pin P iax
Nétese que para cada primo p, 27P \g|p < 27P. Como 5 < 5 Y 3  converge a 2, se
P P P n n
tiene que  27P converge y entonces 2P |g\p converge uniformemente a |g| (Ver Rudin, W. Principles of
P

P
Mathematical Analysis, Teorema 7.10.). De esta manera (Teorema 7.11.), si se tiene una sucesién de Cauchy
{g9:}icw C Gr que converge a g,

m i “Plg —al = lm 1 P g
S, , 277 lgi =gl = Jm  lim . 2 lgi — gl

Esto verifica la afirmacion.
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Demostracion. La unicidad estd dada por el hecho de que si g;,gf) € G’p son tales que
|g; fg’p =0= fgfg]ﬂp, entonces |g; fg2| < |g; fg|p + |gfg§‘p = 0; y como | |, se
comporta como una norma en Gp, g; = gg. Para probar la existencia, considérese el sistema
S={pyp=g—x:n<wtU{my, =z : (m,p) =1} Sea S, = {p"iyn, =g—x :1i =
L.k} U{mym;, = x: (my,p) =1, j = 1,..[} un subsistema finito de S. Por definicién
del subsistema existen s,t € Z tales que s(p™'p"2..p") + t(myima...m;) = 1. Pues bien,
considérese x = t(mymas...my)g vy ndtese que es una solucién para Sy, ya que es divisible por
cadam; y g —x = s(p™p"...p"*). Por hipétesis, al ser finitamente soluble , S es soluble y
se tiene la existencia de g,. O

Lema 29. Si G es wi-ecuacionalmente compacto, G, es isomorfo al producto directo Hp G,

Demostracion. Definase f : G, — [], G, por £(g9) = (9py»ps,---) donde cada g,, es tal
que [g — gp, |pi = 0. La buena definicién viene dada por la existencia y unicidad de los gy,’s
mostrada en el lema anterior.

Para ver que f es un homomorfismo, sean g', g> € G,.. Por hipétesis, para cada p, existen unos
Gnicos g}),gagf; € Gp tales que ‘gl — gzl,’p = |92 - gf,’p = |(g1 +g°%) — gf;‘p = 0. Pues bien,
nétese que |(g1 +g%) — (gzl, —1—912))‘1) < ’gl — gllj|p + |92 — gf)‘p =0, con lo cual gzl, —1—9127 = gg.
Para ver que f es inyectiva, supéngase que (gp,,9ps,--) = f(g') = f(g?); entonces para
cada primo p, |g* fg2|p ={(g" —gp) + (9o — *)| < |9" — 9p| + |9*> — 9| = 0, con lo cual
g' — g% =0, es decir, g' = g°.

Para ver que f es sobreyectiva, sea (gp,, gp,---) € [ [, G,. Considérese la sucesién en G, dada

n
por (Sp)n<w = Y. gp,- Notese que es de Cauchy pues para cualquier primo p y cualquieras
i=1

n
Z 9p;
=m

m < n tales que p,,pn > D, se tiene que |s, — sm|p = =

p

n m
Z 9ps — Z 9p;
1=1 =1

p
n

>~ lgp;|, = 0. Ahora bien, sea g € Gr el limite de (sp)n<w (Gr es completo). Se quiere ver

i=
que f(9) = (9ps,gps,---) (es decir, que |g — gy, [, = 0 para cada p;). Para esto, nétese que
por ser g limite, dados cualquier primo pj y cualquier r > 0, existe un n, > k tal que para
todo m > n,,

p]:r > |g - 3m|pk

m
g— Z 9p;
=1

> g gpk|pk - |gp1|pk e T |gpk71 ’pk - |gpk+1 |;0k e T |gpm|p,c
= lg— «gplc|pk )

Pr

con lo cual |g — gp, |, = 0 como se querfa.
Asi, f es un isomorfismo. O

Hasta ahora se tiene entonces que si G es un grupo wi-ecuacionalmente compacto, G
es isomorfo a la suma directa de un grupo divisible maximal G4 y un producto directo de
Z,-médulos completos G, G = Gq® Hp G,. Seguidamente, el interés se centrard en estudiar
la estructura de dichos Z,-médulos y para esto se introducira la nocién de sumbédulo bésico
que facilita el analisis.

Definicién 30. Sea A un Z,-mddulo. Se dice que B < A es un submddulo bdsico de A si:

1. B es una suma directa de Z,-mddulos ciclicos.
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2. B es puro en A, es decir, para todo n € N se cumple que (p"A) N B = p"B (ndtese
que basta decirlo para el primo p ya que se trata de Zy-mddulos)

3. A/B es divisible. (Esto equivale a la densidad de B en A con respecto a la topologia
p-ddica, ya que es divisible ssi para todo a € A y todo n € N existen algunos b € B y
a' € A tales que a — p™a’ = b, es decir, |a — b|p <p™)

El objetivo consiste ahora en mostrar que C_}’p es el completado (en la topologia p-adica)
de un submédulo bésico G, = @ ZZ(,(Z”) D Z,(,ﬁ), vy que los ay’s y B son invariantes de @p;

new
esto ultimo garantiza la unicidad del submédulo basico médulo isomorfismo. Para verificar

su existencia, se introduce un concepto y se prueban algunos lemas utiles.

Definicién 31. Se dice que un subconjunto {x;}icr de un Z,-mddulo A es puramente

independiente si es independiente (es decir, Y n;x; = 0 implica que n;xz; = 0 para todo
i€l

i €I ypara todon; € Z,) y el submddulo generado por él es puro en A.

Noétese que como G’p no tiene elementos de p-altura infinita, existe un x € Gp tal que z
no es divisible por p y por lo tanto por ninguna de sus potencias. Pues bien, considérese el
submédulo generado por este elemento < x >= {Zx: ™ € Z,}. Supéngase que existe algin
Ttx €<z > que es divisible por p® en G, para algin s € Z7F. Como z no es divisible por p,
entonces = T = pim ml x=pi ™ . Noétese que ml x €< x >,y por lo tanto se tiene que para
todo s € Z"’, péG N<z>=p°<z> Con esta observacion, se tiene la puridad de < = >
y por lo tanto se garantiza la existencia de un sumbddulo ciclico puro no trivial de G,,.

Es facil ver que ser puramente independiente se preserva bajo uniones de cadenas, con lo
cual, aplicando el lema de Zorn, se tiene que existe un subconjunto {x;};cr de G'p maximal
con dicha propiedad. Con los dos siguientes lemas se verificard que el submddulo generado
por tal subconjunto es un sumbddulo bésico de Gp.

Lema 32. Sea A un Z,-mddulo completo sin elementos de altura infinita. Sea {z;}icr un
subconjunto de A mazimal piramente independiente. El submddulo B generado por {x;}icr,
es un submddulo basico de A. Mds atun, A es el completado de B en la topologia p-ddica.

Demostracion. La puridad y la estructura deseada de B se tienen por construccién. Basta
probar la densidad de B en A en la topologia p-adica (lo que equivale a la divisibilidad de
A/B, como se noté anteriormente) para obtener lo deseado.
Pues bien, supéngase que que existe un « € A — B. Por hipétesis, « tiene altura ﬁnita (digase
n) y por lo tanto x = p™y para algin y que no es divisible por p. Claramente y € A— B. Nétese
que el submédulo generado por y es puro en A (por la observacién hecha para garantizar la
existencia de un submédulo ciclico puro no trivial de G,) y que {; };e; U{y} sigue siendo un
subconjunto puramente independiente (pues de no serlo, y estaria en el generado por {x; }icr,
B). Esto contradice la maximalidad de {z;};cr, con lo cual se tiene que B = A como se
queria. O

Con lo anterior se garantiza entonces que C_?p es el completado (en la topologia p-ddica) de
un submédulo bésico G, = @ Zﬁ") &) Z,(,B), ya que el Z,-submddulo generado por cada x €

new
{x;}ier es isomorfo a Z,» si el orden de x es p™, o isomorfo a una copia de los p-adicos, Z,, si

x tiene orden infinito. Para tener la unicidad de los a,,’s y 3, primero algunas observaciones
importantes:

1. Nétese que por la estructura de G, (sumas directas) se tiene que su n-ésimo invariante
de Ulm, Ug, (n) = dim(p"G,[p]/p" ' G,[p]), coincide con el nimero de sumandos di-
rectos de orden mayor que p™ menos el nimero de sumandos directos de orden mayor
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que p"*t1; es decir, Ug,(n) indica el nimero de sumandos directos de orden p"tl o
nimero de copias de Zyn+1 en su descomposicién. Asf, se concluye que para todo n,
a, =Ug,(n—1).

2. Nétese que si T es el sumbddulo de torsién de Gy, G,/((Gp, N T) + pG)) puede verse
como un Zj,-espacio vectorial (es por esto importante incluir pG,, en el cociente) cuya
dimension es precisamente .

Proposicién 33. Para todo n, p"G,[pl/p" 1 G,lp] = p"G,[pl/p" 1 G,lp).
Demostracion. Antes de dar la prueba, nétese lo siguiente:

1. Por la divisibilidad de G,/G, (pues G, es un submédulo bésico de G,,), se tiene que
Gp= GerpGp, ya que para todo g € G existe algin g; € G, y algtin go € G, tales
que g — pg1 = go. Asi, para cualquier n, p”G p"G —|—p”+1G

2. Gf[p] = Gf[p] +pG,[p]. Claramente Gp[p] + pGp_[p] C Gplp] pues G,lp] € Gplp] vy
pGplp] C Gpp]. Para la otra inclusién, sea g € G,[p]. Por la anterior observacién,
g = g1 + pga para algunos g1 € Gy, g2 € Gp. Nétese que p(g1 + pg2) = pg1 + p*g2 = 0,
con lo cual pg; = —p?gs. Por la puridad de G, en G, pg1 = —p?g3 para algtin g3 € G,,.
Témese z = g1 +pgs ¥y y = p(g2 — g3). Nétese que 1) g = x4y, it) v € Gp[p] y itd) y €
pGolp]. Asi se tiene la igualdad y para cualquier n, p"G,[p] = p"G,[p] + p" ' G,[p].

3. p"MG,[p] = p"G,[p] Np" ' G,[p]. Claramente p"*'G,[p] C p"G,lp] N PG, [pl,
pues p" TG, [p] C p”Gp[p] y p"‘HG [p] € p"*'G,[p]. Para la otra inclusién, sea
g € p"Gplp] N p" LG, [p]. Nétese que g = pg; = p"*tlgs para algunos g1 € G, y
g2 € G,. Por la puridad de G, en G, p"g1 = p"*lgs para algin g3 € G,. Asi,
x=p"tlgs € p"TLG,[p], y se tiene la igualdad.

Ahora bien, por la segunda observacién, se tiene que

P"Gylp)/p" Gl = (0" Gplp] + " Grlp)) /0" Gl

Por el segundo teorema del isomorfismo,

(p"Gp[p] +pn+lép[p])/pn+1(;p[p] = p"Gp[P]/(p"Gp[P] mpn+lép[p])~

Finalmente, por la tercera observacién,

P"Gplpl/ (0" Gylpl N ™ Gylp]) = " Gy lpl /0" Gy lp,

O

con lo cual p"G)[p]/p" 1 G,plp] = p"G,p]/p" G, [p] como se querfa.

Proposicién 34. Si T es el sumbddulo de torsion de Gy, entonces Gp/((G,NT) + pG,) =
Gp/(T + pGp).

Demostracion. Por la primera observacion del lema anterior, G’p =Gp+ p@p y claramente
G, = Gp+pGp, +T. Asi, G, /(T + pG,) = (Gp + (T + pGp))/(T + pG,). Por el segundo

teorema del isomorfismo, (G, + (T —i—pC_r'p))/(T +pG)p) =2 G,/ (GpN (T +pG)p)). Por la puridad
de G, en G, G, N (T + pG,) =*(G, NT) + (G, ﬂpG) (G, NT) + pGp, con lo cual
p/(T—|—pG ) = Gp/((G,NT) + pGp) como se queria. O

5Claramente GpN(T+pGp) 2 (GpNT)+(GpNpGp). Para probar la otra contenencia, sea g € GpN(T+pGp).
Si g tiene orden finito, g € (Gp NT) y no hay nada que probar. De la otra forma, si g = t + pg1 para algunos
teTy 91 € Gp, entonces existe un n tal que p™g = p"*1g;. Por la puridad de G, en Gp, existe un g2 € G
tal que p™g = p"T1lga. Pues bien, escribase g como g = t/ + pga donde t' = (g — pg2). Nétese que se tlene
entonces lo deseado.
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Con esto se tiene entonces que para todo n, o, = Ug,(n —1) = Ug,(n —1) y B =
dim(G,/((G, N T) + pG,)) = dim(G,/(T + pG,)), lo cual caracteriza completamente la
estructura de Gp.

Volviendo a la estructura del grupo wy-ecuacionalmente compacto G, se tiene hasta ahora
que G =[], G, © Gq donde cada G, = B Zl(ﬁf”‘") ® Z,()BP).

new

Una vez caracterizada la estructura de cada G'p, el estudio se centrard en encontrar las
relaciones entre dichos invariantes y algunos invariantes (definibles) de G, = Hp G,y de
G = G, ® G4, ademés de analizar el comportamiento de cada ap, ¥ B, cuando G es un
grupo k-saturado.

Lema 35. Sea G =G, ®Gq =[], D Z;fi”’") @ Zl(fa”) ® Gy un grupo wi-ecuacionalmente

new
compacto.

i) Para todo n y todo primo p,

appn = dim (p" 7 Gy[p] /" Gp[p]) = dim (p" ' Gylp] /0" Gyplp]) = dim(p" ' Gp]/p" G[p])
it) Para todo n y todo primo p, si G es k-saturado y o, ,, es infinito, app > K.

Demostracion. i) oy, = dim (p" G, [p]/p"Gplp]) = dim (p" 1 G,[p]/p"Gplp]) va fue pro-
bado. Ahora bien, nétese que como G = G, ® G4, entonces

dim(p" ' Gp]/p"Gp]) = dim(p" ' G, [p]/p" G+ [p]) + dim(p" ' Galp]/p" Galp));

pero p"Gy = Gy para todo n (por la divisibilidad de Gy), con lo
cual dim(p"'Galp]/p"Galp])) = 0 y por lo tanto dim(p" 'Glp]/p"Glp]) =

dim(p" G, [p]/p"G.[p]). Pero nétese que G, = 1, Gp, ast

dim(p" ' G, [pl/p"Grlp]) =Y _ dim (p" ' Gy [pl/p" Gy lp]) = dim (p" ' G, [p] /0" G lp]) .

q

pues dim (p"~*Gy[p]/p"Gqlp]) = 0 para todo n y todo primo ¢ # p, ya que en este caso
p"Gy = G, . Con esto se tiene que dim(p" ' G[p]/p"G[p]) = dim (p"~'G,[p]/p" G, [p]) como
se querfa.

ii) Fijese un primo p y un n. Sea {zx, : ¥ < k} un conjunto de k variables libres. Considérese
el conjunto de férmulas

F o= {3y@" 'y=mz,)A(pr, =0):v <K}U
{W/ [Pnﬂy =0=-(p"y =o(z,,, ...,xut))] teN,oeX™ v # vjsii# j}

Sdonde X** es el conjunto de las (p' — 1) posibles combinaciones lineales no nulas de los
elementos z1,...,x; vistos como elementos de un espacio vectorial sobre Z,. Nétese que F
"dice” que existen por lo menos & elementos en p"~!G[p] independientes médulo p"G[p]. F
es finitamente satisfacible pues por hipétesis «,,,, es infinito. Por la x-saturacién de G, se
tiene que G F F y entonces se tiene que o, > & para todo n y todo primo p. O

Teniendo claridad sobre los o, s, se estudiard cuidadosamente (3, para cada primo p.
Notese que si en la proposicion 34, T es el subgrupo de torsion de G, el resultado obtenido es

6Es importante notar que cuando se define este tltimo conjunto de férmulas se consideran, para cada, t,
todas las posibles t-tuplas (con sus componentes distintas), sin importar el orden, que se pueden conseguir a
partir de las k variables libres disponibles; esto para garantizar la independencia.

La misma anotacién es pertinente para los lemas posteriores analogos a éste concernientes a GBp, vp (para
un primo p) y 4.
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By = dim(G,/((G, NT) +pG))) = dim(Gp/((G, NT) + pGp)). Considerando la proyeccién

canénica 7, : G, = [[ G, — G, y el epimorfismo
a

e: G, — G,/((G,NT) +pG,) dado por e(g) =m,(9) + (G, NT) + pG,),

puede verse que Ker(e) = (G, NT) + pG,, pues para todo primo q¢ # p, pG, = G.
Asf, G./(G-NT)+pG,) = Gp/((G,NT) + pG,). De manera andloga, considerando la
proyeccién canénica 7, : G = G, @ G4 — G, y observando que pGy = G4, se concluye que
G/(T +pG) = G /(G- NT) + pG).

Nétese que para todo k > 0, al multiplicar por p se tiene que
PG/ +p" 1 G) = PG/ (T + pM 6,

con lo cual se tiene que B, = dim(p*G/(p*T + p*+1@)). Nétese también que si para algin
k, p*T = pFtIT, entonces p*T + p**t1G = p*HT + pF*1G = p*+1G, con lo cual B, =
dim(p*G/p**1G). La siguiente proposicién provee informacién muy 1itil acerca de este evento.

Proposicién 36. Sea G un grupo y T su subgrupo de torsion; p*T = p**T1T si y sélamente
si para todo n >k, dim(p"T[p]/p" ' T[p]) =0

Demostracion. La implicacion de izquierda a derecha es clara. Para la otra direccién,
supéngase que p*T # pF1T. Como T = D T, puede verse como la suma directa de sus g¢-

q
componentes (Teorema 1), suponer que pPT # p*TIT equivale a suponer que p*T; » F pFtiT s
ya que para todo primo ¢ # p, pI, = T,. Pues bien, sea z € kap — pFtiT p con orden
minimal, digase p™. Nétese que p" 'z € (pFT"~1T[p] — p**"T[p]), pues en caso de que no,
entonces p" 'z = p**"g para algin g € G tal que p"~!(z — pFTlg) = 0; asi, (z — p*tlg) €
pFT — pFH1T v tendria orden p™ !, lo que contradice la minimalidad del orden de z. De esta
forma, dim(p*+"~1T[p]/p*+"T[p]) > 0 O

Con el siguiente lema quedara claro el comportamiento de los 3,5 cuando G es un grupo «-
saturado, pero antes se mostrard una proposiciéon que ayuda a comprender el comportamiento
de dim(p*G /pF*t1G) con relacién a otras dimensiones importantes.

Proposicion 37. Para todo k > 0,
dim(p"G/p**'G) > dim(p"*'G/p* T2 G) + dim(p" Gp] /p" ' Glp))
Demostracion. Basta probar que para todo r > 0,
dim(p* G /p* 2@ + dim(p*Gpl /P Gp)) > 7 = dim(p*G/pMTG) > 1

Pues bien, supéngase que existen xi, s, ...,z, € G tales que p*tlzq, ..., pFtla, € pFH1a
son independientes médulo p**2G y y1,v2, ..., ym € G tales que pFyi, ..., pFy,, € p*G[p] son
independientes médulo p*T1G[p], donde m+n > r. Claramente p*zy,...,p"zn, pFy1, ..., ?¥ym
son elementos de p*G; se mostrara que son independientes médulo p*+1G.

Supéngase que

Y ailp’z) + Y Bi(py;) = 0 (mod ptt)
i=1 j=1

Tpara algunos a;s y (5. Nétese que

P Zai(pkﬂfi) +> 8,0y | = <Z Oéi(pk+1$i)> = 0 (' modp**?),

Jj=1

7En este escrito, 7 = (modpk)” equivale a ser divisible por p¥.

22



pues p’”lyj =0 para j = 1,2,...,m. Por hipétesis, los p**'z;s son independientes médulo
n
pFT2@, con lo cual se tiene que a; = 0 (modp), (i = 1,...,n). Asi, 3 a;(p*z;) = 0(modp**1),

i=1
m m
con lo cual Y B;(pFy;) = 0(modp**1). Esto a su vez implica que - 3;(p*y;) = 0(modp”)
J=1 j=1

(ya que si algiin elemento es divisible por p**1 también lo es por p*) y utilizando el mismo

argumento de independencia para los p* y,s, se concluye que 8; = 0(modp) (j = 1,...,m).
Esto prueba lo deseado. O

Lema 38. Sea G =G, ® Gy = Hp Ph Zﬁp’") @ Z,Sﬁ”) @ Gg un grupo wi-ecuacionalmente
new
compacto y sea T el subgrupo de torsion de G.

i) Para todo k >0, 8, = dim(p*G/(p*T + p**1@))
ii) Si para algin k > 0, pFT = pFTIT, entonces B, = lim dim(p"G/p"*'G) (Nétese que
n—oo
tiene sentido hablar de este limite ya que se trata de una sucesion decreciente de cardinales).
iii) Si lim dim(p"G/p"T1G) es finito, entonces 3, = lim dim(p"G/p"T'G)
n—oo n—oo
iv) Si G es k-saturado (k> w) y lim dim(p"G/p"T'G) = oo, entonces B, > K
n—oo

Demostracion. i) y ii) se mostraron en las observaciones hechas antes de la proposicién 36.
i14) Si lim dim(p"G/p" T G) es finito, entonces existe un k > 0 tal que para todo m > k,
n—oo

dim(p™G/pmtG) = dim(p" TG /p™T2G) < oo. Por la proposicién 37, para todo m > k
se tiene entonces que dim(p™G|p]/p™T1G[p]) = 0, lo cual implica que para todo m > k,
dim(p™T[p]/p™ 1T [p]) = 0, ya que p"G[p] = p"T[p] para todo n; por la proposicién 36
se concluye entonces que p*T = p**!T. Finalmente por la parte ii) de este lema, By =
lim dim(p"G/p" T G).

n—oo
iv) Fijese un primo p. Sea {z, : ¥ < Kk} un conjunto de k variables libres. Considérese el

conjunto de férmulas
F={Vy-n(o(zy,,....xs,) —py) =0 : t €N, 0 € B, v; £ v;sii#j}

donde ¥™* es el conjunto de las (p® — 1) posibles combinaciones lineales no nulas de los
elementos z1, ..., x; vistos como elementos de un espacio vectorial sobre Z,. F ”dice” que
existen por lo menos k elementos de GG independientes médulo T+ pG. Se mostrard que F
es finitamente satisfacible; para esto basta probar que para un n fijo,

G E {Vy-[n(o(z1,....zn) —py) =0]: t €N, 0 € T}

Supéngase que n = p*d, donde (d,p) = 1. Por hipétesis se tiene que para todo t €
N existen p*g1,p"ga,....,p*g: € p*G independientes médulo p*T1G. Ahora bien, se tiene
entonces que para todo y,

n(o(g1, ..., gt) — py) = o(d(p"g1), ..., d(p"gr)) — p*(dy) # 0,

con lo cual se verifica que F es finitamente satisfacible. Por la k-saturacion de G, se tiene
que G F F y entonces 3, > k. O

Una vez caracterizada la estructura de G, se estudiard G4, el subgrupo divisible maximal

P
de Priifer y Q los racionales. Se hard de nuevo un andlisis de v, para cada primo y de §
en términos de invariantes definibles de G y se estudiard su comportamiento cuando G es
k-saturado.

de G. Es sabido por el Teorema 4 que G4 = (EB(ZPM)(%)> & QY donde Zyos es €l p-grupo
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Noétese que como Q es libre de torsién y todo elemento en Zg tiene orden que es potencia
de ¢, entonces vy, = dim(G4[p]) visto como un espacio vectorial sobre Z,.
Considérese de nuevo T el subgrupo de torsién de G, y escribase como se hizo anterior-
mente: T = @ T;,. Nétese que para algin k > 0 y cualquier primo p,
a

PFT = pPIT <= p*T, = p*+'T, <= p*T es divisible,

con lo cual se tiene que si p*T = p*T1T para algin k > 0, entonces p*T < G4 = pFGy, vy
por lo tanto v, = dim(p*G4[p]) = dim(p*T[p]). Por la proposicién 36 se conoce bien ctiando
ocurre este evento, y andlogamente a la proposicién 37 se probara la siguiente que proporciona
informacién 1til sobre algunas dimensiones importante para esta etapa del estudio.

Proposicion 39. Para todo k > 0,
dim(p*Gp]) = dim(p"**'Glp]) + dim(p*G[p] /p" G [p])
Demostracion. Basta probar que para todo r > 0,
dim(p* " G[p]) + dim(p* Glp]/p* ' Glp]) = 7 = dim(p"G[p] = r

Pues bien, supéngase que existen x1,zs,...,x, € G tales que p*Tlay, pFtla,y, .. pFtle, €

p*T1G[p] son independientes (como elementos de un espacio vectorial sobre Z,) y
Y1, Y2, -, Ym € G tales que pFyy, p*ys, ..., pFy, € p*Gp] médulo p*H1G[p], donde m +n > r.
Claramente p**1aq, ..., pF 1z, pFy1, ..., PPy son elementos de p*G[p]; se mostrard que son
independientes (como elementos de un espacio vectorial sobre Z,).

Supéngase que

n m
S i) + 3 (') = 0(modp™), (1)
i=1 j=1
para algunos «;s y ;5. Nétese que esto implica que
n m
Y@ a) +) " Bi(phy;) = 0(modp™ ),
i=1 j=1
A su vez este resultado implica claramente que

Jj=1

Por hipétesis, los p*y;s son independientes médulo p*F1Gp], con lo cual se tiene que 3; =0
(modp) (j=1,...,m). Asi,

> Bi(p*y;) = 0(modp**?)

j=1

Volviendo a (1), lo anterior implica que
Z i (P a;) = 0(modp*t?),
i=1

y por hipétesis de la independencia de los p*+'2;%, se concluye que a; = 0 (modp) (i =
1,...,n). Esto prueba lo deseado. O
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Ahora el lema que describe detalladamente el comportamiento de 7, para cada primo:
Lema 40. Sea G =[[,G,©Ga =[], G, D (Zp=)?) @ Q) un grupo wi -ecuacionalmente

P
compacto y sea T el subgrupo de torsion de G.
i) Para todo k > 0, v, = dim(Gg4[p])
ii) Si para algin k >0, p*T = p**1T, entonces vy, = lim dim(p"G[p]) (Nétese que tiene
n—oo
sentido hablar de este limite ya que se trata de una sucesion decreciente de cardinales).
i7i) Si lim dim(p"Glp]) es finito, entonces v, = lim dim(p"G[p]).
n— 00 n—0o0

i) Si G es k-saturado (k > w) y lim dim(p"G[p]) = oo, entonces vy, > k.
n—oo

Demostracion. i) y ii) se mostraron en las observaciones hechas antes de la proposicién 39.
#4i) Si lim dim(p"GJp]) es finito, entonces existe un k > 0 tal que para todo m > k,
n—oo

dim(p™Glp]) = dim(p™G[p]) < oo. Por la proposicién 39, para todo m > k se tie-
ne entonces que dim(p™G[p]/p™1G[p]) = 0, lo cual implica que para todo m > k,
dim(p™T[p]/p™ 1 T[p]) = 0, ya que p"G[p] = p"T[p] para todo n; por la proposicién
36 se concluye entonces que p*T = p**!T. Finalmente por la parte ii) de este lema,
7= lim dim(p"Glp]).

iv) Fijese un primo p. Sea {z, : ¥ < k} un conjunto de k variables libres. Considérese el
conjunto de férmulas

F = {pz,=0:v<k}U ”tienen orden p”
{By(my =2,) :v < k,m eN}U 7son divisibles por todo entero”
{=(o(zp,,...,zs,) =0) : t €N, 0 € X", v; #v;sii# j} "son independientes”

donde X' es el conjunto de las (p' — 1) posibles combinaciones lineales no nulas de los
elementos z1, ..., x; vistos como elementos de un espacio vectorial sobre Z,. F ”dice” que
existen por lo menos x elementos de G4[p] ® independientes como elementos de un espacio
vectorial sobre Z, (dim(Gy[p]) > ). Nétese que F es finitamente satisfacible ya que por
hipétesis, para todo n, dim(p™G[p]) = co. Con la k-saturacién de G se verifica que G E F y
por lo tanto v, > &. O

Finalmente la atencion se centrard en describir el comportamiento de §, el nimero de
copias de Q en la descomposicién de Gy.

Definicion 41. Se dice que un grupo G tiene orden acotado si existe un entero n tal que
nG = 0.

Con lo anterior se define entonces el exponente de un grupo abeliano G de la siguiente

manera:
0 si G tiene orden acotado

oo de lo contrario

Eap() = {
Ahora el lema que describe el comportamiento de 4.
Lema 42. Sea G =[], G, ®Gy = I, Gp B(Zy=) ") ©Q® un grupo w;-ecuacionalmente
P

compacto.
i) Si Exp(G) =0, entonces 6 = 0.
1) Si G es k-saturado (k > w) y Exp(G) = 0o, entonces 6 > k.

8Nétese que como G es wi-ecuacionalmente compacto, por el lema 25 se tiene que si x es divisible por
todo entero, x € Gq.
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Demostracion. i) es claro ya que Q no tiene orden acotado.

i1) El objetivo consiste en encontrar un conjunto independiente de elementos de G4 (vistos
ahora como elementos de un espacio vectorial sobre Q) con orden infinito de cardinalidad k.
Sea {z, : ¥ < K} un conjunto de k variables libres. Considérese el conjunto de férmulas que
expresa lo deseado

F = {yly=m=x,):7€ZT, v<k}U
t
{—\ <Z MiTy, = O) ct e Zt, (my,ma,...,my) € Q1 — (0, ...,O)}
i=1

Se mostrara que F es finitamente satisfacible. Para probar esto, es suficiente mostrar que para
r,t,k € Z* fijos y cualquier tupla (m?,...,m}) € Q' —(0,...,0), j = 1,2, ..., k, el subconjunto

t
Fe= {ﬂ (meajz = 0) 1j=1, ...,k} U{3y(ry=m;) :i=1,...,t}
i=1

t
es satisfacible. Pues bien, nétese que para cada j = 1,...,k, f; = > mJx; es un polinomio no
i=1

nulo de Q[x1, ..., 2¢]. Definase entonces el polinomio, no nulo, f = fifa...fr € Qlx1,...,25] .
Como el tinico polinomio de Q[z1, ..., 7] que se anula en todo punto de Q' es el polinomio cero,
entonces existe una tupla (a1, as,...,a;) € Q' tal que f(a1,as,...,a;) # 0. Més atn, puede

suponerse sin problema que tal tupla pertenece a Zf, al igual que cada tupla (m],...,m}),

j = 1,...,k (multiplicando por un entero apropiado). De esta manera, se tiene entonces
t

que fj(a1,az,...,a;) = > mla; # 0, para j = 1,..k. Considérese entonces en entero s =
i=1

k t ,

11 (Z(mgai)r). Por hipétesis (Fzp(G) = oo) existe un g € G tal que sg # 0. Asi, si

j=1 \i=1

x; = (a;r)g, se tiene que:

t t
mezl = (Z m{ay*) g#0 paracadaj=1,..k
i=1 1=1

y claramente r divide a x; parai = 1, ..., t. Se tiene entonces que F es finitamente satisfacible.
Por la k-saturacién de G, se concluye que G E F y por lo tanto que 6§ > k. O

Es momento entonces de hacer un recuento de los elementos que se tienen hasta ahora.

Teorema 43. Sea k un cardinal no enumerable. Si G es un grupo abeliano k-saturado, G es

w1 -ecuacionalmente compacto y por lo tanto es isomorfo a un producto Hp Gp @ Gg donde

Gy = @(me)(%) & QW

p

es divisible y cada C_}p es el completado, en la topologia p-ddica de una suma directa de grupos

ciclicos
Gy = @z @ 2.

ncw
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Mds atn,

= dim(p" = G[pl/p"Gp]) si dim(p"~'G[p]/p"G[p]) es finito
Cpn > k de lo contrario
5 = lim dim(p"G/p""G) si lim dim(p"G/p" T G) es finito
P > k de lo contrario
. = lim dim(p"G[p]) st lim dim(p"G[p]) es finito
L > k de lo contrario
5 . | =dim@"Gpl/p"TGpl) si dim(p"Gpl/p" T Glpl) es finito
’ > k de lo contrario

Demostracion. La demostracién de este teorema estd contenida en los resultados obtenidos
a lo largo de estas seccién. Las afirmaciones acerca de oy, p, Bpn, 7p ¥ 0 son tomadas,
respectivamente, de los lemas 35, 38, 40 y 42. O

4.2 El Teorema de Clasificacion Elemental

En esta seccion se llega al teorema principal del trabajo, que clasifica, médulo equivalencia
elemental, los Grupos Abelianos. Para esto, son necesarios algunos resultados previos.

Con los elementos tratados en la seccién anterior, se definen los invariantes elementales
de un grupo abeliano G de la siguiente manera:

Ug p(n —1) = dim(p"~*Gp]/p"G[p]) en caso de ser finito

NDCT,(G) = { oo de lo contrario

NDST,(G) = { lim_dim(p"G/p™*'G) en caso de ser finito

oo de lo contrario

lim dim(p"GJp]) en caso de ser finito
n—oo

oo de lo contrario

DCT,(G) = {
DST(G) = Exp(G)
Para justificar el hecho de llamarlos elementales, el siguiente teorema:

Teorema 44. Dos grupos abelianos elmentalmente equivalentes G y H tienen los mismos
invariantes elementales.

Demostracion. i) Considérese la sentencia

k
Gnpk = 1.2k {/\1 (Hyi(p"_lyi =ux;) A (px; = 0))

1
N [y [0ty = 0) = ~(p"y = (1, .., 71))]]
oexnr®
donde X** es el conjunto de las (p* — 1) posibles combinaciones lineales no nulas de los
elementos 1, ..., £ vistos como elementos de un espacio vectorial sobre Z,,.
Nétese que G satisface ¢y, p 1 ssi Ugp(n —1) > k. Como G y H son elementalmente equi-
valentes, se tiene que para cada cada k, Ugp(n — 1) > k ssi Ugp(n — 1) > k. Con esto,
NDCT, ,.(G) = NDCT, , (H) para todo n y todo primo p.
i1) Considérese ahora la sentencia

k
Ypi = 3Fr1, .2 | N\ Fvi(P"yi=z) A A Vy(=(p"tly = o (21, ..., 1))
=1 ocEXk*
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G satisface ¥, 1 ssi dim(p"G/p" 1 G) > k. Al ser elementalmente equivalentes,
dim(p"G/p" ' G) > k ssi dim(p"H/p" T H) > k.

Esto implica que dim(p"G/p"T1G) = dim(p"H/p" 1 H) para todo n (en el sentido finito-

o), y por lo tanto lim dim(p"G/p"™'G) = lim dim(p"H/p" "' H). Con esto, NDST,(G) =

NDST,(H) para todo primo p.
141) Similarmente, considérese

Pp = 3!1)1, |:/f\ (Hyz(p Yi = xz) (pxi = O))
AN —(o(xy,...,xx)) =0)

ocEeXk*
G satisface ¢, ssi dim(p™G|p]) > k. Al ser elementalmente equivalentes,

dim(p"Glp]) > k ssi dim(p"H|[p]) > k.

Esto implica que dim(p"G[p]) = dim(p™H|[p]) para todo n (en el sentido finito-c0), y por
tanto nan;o dim(p"Glp]) = nlgr;o dim(p™H|[p]). Con esto, DCT,(G) = DCT,(H) para todo
primo p.

iv) Finalmente, G tiene orden acotado divisor de n (Exp(G) = 0) ssi G satisface la sentencia
Va(nxz = 0). Con la equivalencia elemental de G y H se tiene que Fxp(G) = Exp(H) y por
lo tanto DST(G) = DST(H).

Queda mostrado entonces el teorema. O

Ahora bien, el siguiente paso consiste en encontrar y describir ciertas subestructuras
elementales de un grupo abeliano wi-saturado; esto permitird demostrar de manera clara el
teorema principal.

Considérese un grupo wi-saturado G. Por el teorema 43 se tiene que

G =G, @Gd_HG @Gd_H @zwn)@zw@@ )0 aQ® (1)

new

donde cada ay, p, Bpn, Yp ¥ 0 es finito o por lo menos w;.
Pues bien, considérese entonces el subgrupo G’ < G dado por

G = G’@G’—HG’@G’—H Pzyr @ 2, @EB =)0 & Q) (2)

new

donde cada ay, ,, (resp. 3, ,,, 7y, 0') es igual a ay, , (resp. Byn, Vp, 0 ) si éste es finito, o igual
a wi de lo contrario; y completando la diferencia entre los «y p, Bp.ns Vp, 0 'Sy los
7, 0’ ’s con copias de {0}.

/
pn Pp,no
Lema 45. Sean G y G’ los grupos descritos en las ecuaciones 1 y 2 respectivamente. Para
todo subconjunto enumerable S C G existe un automorfismo f € Aut(G) tal que f(S) C G'.

Demostracion. i) Considérese primero un subconjunto enumerable

SCHG ®Gy=[[Pzir e zP) @ Ga.

P nEw

Dada la estructura de G (sumas directas y producto directo enumerable), puede verse que
cada elemento de S tiene a lo sumo enumerables componentes distintas de cero. Esto implica
(por la enumerabilidad de S) que el nimero de coordenadas en las cuales algiin elemento de
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S toma un valor distinto de cero, son a lo sumo enumerables. Dado esto, pueden permutarse
los sumandos directos de [[ G, & G4 de tal manera que:

P
i) las coordenadas (a lo sumo enumerables) ocupadas por S en [[ G}, © G, se queden fijas.
P
ii) Como queda una infinidad de coordenadas nulas de S en [[ G}, © GY; (pues de ser infinitos,
J2

los invariantes son w;), intercdmbiense una a una, las coordenadas necesarias, en orden de

aparicién, con las ocupadas por S fuera de [[ G}, © G
P

Esta operacion define claramente un automorfismo f € Aut (H G, ® Gd> tal que f(S) C G'.
P

i1) Sélo resta mostrar que el anterior automorfismo puede extenderse a Hp G, ® G4 conser-

vando la propiedad deseada. Pues bien, sea g € Gp para algtin primo p. Este elemento puede

verse entonces como el limite de una sucesién de Cauchy {g; }ic., C Gp, y por tanto como el

limite de una sucesién {s;}icw C [[Gp @ Gy (simplemente poniendo 0 en las demds coorde-
P

nadas). Pues bien, considérese entonces f ({s;}icw) = {f(si) }icw € G’ (por lo mostrado en el
punto anterior). Como la unién enumerable de conjuntos enumerables es enumerable, basta
considerar un sélo g € Gp para algin primo p. Es suficiente notar que f conserva las alturas
de los elementos para concluir que {f(s;)}icw converge a algiin s € [], G, ® Gq. Definase
f(g) = s € G'. Para ver que f es un homomorfismo, nétese que

Flo0) + Flg2) = Jim f(su) + Jim fls2) = Jim (Fls10) + (s21)
= HILIEO f((s1: + s2i))
(s1+s2) = f(g1 + 92)

Se tiene entonces lo deseado. O

Lema 46. Sean G y G’ los grupos descritos en las ecuaciones 1 y 2 respectivamente. Entonces
G’ es subestructura elemental de G (G' < G).

Demostracion. Por el corolario 10 es suficiente probar que dados ¢1,92,...,9n € G' v g € G,
existe un automorfismo f € Aut(G) tal que f(g;) =¢; i =1,...,ny tal que f(g) € G'. Esto
se logra con el lema anterior disponiendo ciudadosamente en el paso i) los sumandos directos
(dejando fijas las coordenadas en las cuales algin g; i = 1, ....n toma un valor distinto de cero
y acomodando seguidamente aquellas en las que g toma valores no nulos y que no habian
aparecido). O

Finalmente puede probarse el Teorema Principal del escrito.

Teorema 47. (Clasificacion elemental de los grupos abelianos) Dos Grupos Abelianos G y
H son elementalmente equivalentes si y sélamente si tienen los mismos invariantes.

Demostracion. Si G y H son elementalmente equivalentes, tienen los mismos invariantes
(teorema 44). Ahora bien, supéngase que G y H tienen los mismos invariantes. Por el lema
16 existen G* y H* grupos abelianos wi-saturados tales que G < G* y H < H*. Nétese que
G* y H* tienen los mismos invariantes finitos y por el teorema 43 se tiene que su estructura
coincide con la descrita en 1. Pues bien, considérense G** y H** subgrupos de G* y H*
respectivamente de la forma descrita en 2. Por el lema anterior se tiene que G** < G* y
H** < H*. De esta forma G < G* = G** =2 H** < H* >~ H y por lo tanto G = H. O
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